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RESENA DEL LIBRO

El presente texto esta dirigido a estudiantes de los programas de Ingenieria y
areas afines de la Universidad Nacional Abierta y a Distancia (UNAD) y otras
universidades. Contiene el material basico para un curso de Introduccién al Al-
gebra Lineal y elementos del Calculo Vectorial; surge como propuesta didactica
que propicia la autonomia del aprendizaje en el estudiante, el cual le brinda las
herramientas conceptuales, junto con las soluciones detalladas de ejercicios y
problemas involucrando conceptos previos fundamentales vistos en los cursos
de Calculo Diferencial y Calculo Integral. Como propuesta, queremos que el estu-
diante no detenga su proceso de aprendizaje por vacios u obstaculos conceptua-
les, los cuales posiblemente haya olvidado. Al movilizar todos los conocimientos
a través del ejemplo bien detallado, garantizamos una madurez conceptual en las
construcciones que se proyectan en los cursos de Algebra Lineal y Calculo Vecto-
rial, propuesta que se ha construido con la participacion de las redes de tutores
en los ultimos afios en la Escuela de Ciencias Basicas, Tecnologia e Ingenieria de
la Universidad Nacional Abierta y a Distancia (UNAD).

El énfasis de este libro se centra en la formalizaciéon de algunos conceptos es-
tudiados en un curso de introduccién al Algebra Lineal y un curso de Calculo
Vectorial, es decir, en el estudio de vectores y sus varios conceptos relacionados.
El lector puede comprobar que existen varias aplicaciones y que la exposicion
cubre principalmente el desarrollo matematico y la solucién de problemas en
forma completa.

El objetivo, ya que después de abordar este libro, el estudiante pueda continuar
con facilidad con los cursos propios de su carrera, teniendo como elementos ba-
sicos los conceptos teoéricos aqui desarrollados.

En particular, se incluye un capitulo sobre el espacio, vectores, cuyo uso y apli-
cacion es frecuente. También, se incluye un capitulo sobre funciones vectoria-
les y curvas en el espacio, para después abordar en el siguiente capitulo todo
lo relacionado a limite, continuidad y diferenciabilidad de funciones de varias
variables.

Al final de cada capitulo el lector encontrara una lista de ejercicios. La mayoria
de estos ejercicios son de tipo mecanico y muy sencillos. En el interior de cada



capitulo, encuentra ejemplos expuestos, los cuales son explicados detalladamen-
te. Estos ejemplos son tomados de libros clasicos que se encuentran en la extensa
literatura existente, con algunas modificaciones.

La presentacion de este texto es de gran utilidad al estudiante con poco tiempo
parahacer lectura de parrafos completos y quien solo busca una definicién, unre-
sultado, un ejemplo, un ejercicio, o tal vez orientacion breve acerca de un concepto.
Al final del texto, aparece una lista de referencias bibliograficas que me permito
sugerir al lector consultar para profundizar y a veces precisar en determinados
temas. Algunos de estos textos no han sido mencionados explicitamente, pero
aparecen en la lista por que en algiin momento han sido inspiracion en la elabo-
racion de este texto.

Agradecemos sinceramente a todas aquellas personas, estudiantes y profesores,
quienes, a través de sus comentarios y sugerencias han contribuido al mejora-
miento de este texto. Cualquier correccion o comentario acerca de este trabajo
serd muy bien recibido en el correo electronico que aparece abajo.

Por ultimo, nos parece importante mencionar que este texto ha sido posible en
gran medida al excelente ambiente de trabajo, y de libertad académica que he-
mos tenido la bendiciéon de encontrar en la Escuela de Ciencias Basicas y Tec-
nologia de la Universidad Nacional Abierta y a Distancia. Gracias a todos por su
confianza y apoyo.

Randy Zabaleta Mesino
Agosto 2021
Universidad Nacional Abierta y a Distancia (UNAD)
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BN
INTRODUCCION

Los cursos Algebra Lineal y Calculo Vectorial son vistos por los estudiantes
como cursos de alta complejidad y de un nivel considerable de exigencia, por
esta razon, en este libro se ha recopilado informacién basica que un estudian-
te promedio debe adquirir en el curso de Calculo Vectorial. La metodologia es
bastante sencilla, puesto que consiste en el desarrollo de teoria y ejemplos muy
detallados.

La elaboracidon de este libro lleva intrinseco el objetivo de que el estudiante lec-
tor que vaya a enfrentarse al curso de Introduccién al Algebra Lineal y al curso
de Calculo Vectorial, sobre todo por primera ocasidn, tenga una idea previa y
clara sobre los temas que se desarrollaran a lo largo del curso, ademas tenga un
conocimiento practico y concreto.






CAPITULO 1

GEOMETRIA
DEL ESPACIO



En este apartado, se presenta el concepto de vector junto con las operaciones de-
finidas en el espacio n-dimensional para la construccién de elementos matema-
ticos como rectas y planos, necesarios para abordar las tematicas y su relacién
entre ellos.

1.1. VECTORES Y GEOMETRIA DEL ESPACIO

La nocion de vector n-dimensional se dara mostrando ejemplos en R? y R3; ade-
mas se presentard la norma de un vector, el punto medio en el eje real, las opera-
ciones entre vectores y relaciones entre ellos.

1.1.1 PUNTOS, VECTORES Y NORMA DE UN VECTOR

Definicion 1.1. (Punto o vector). A los elementos del conjunto de las n-uplas or-
denadas de numeros reales, R"={(x,,X,,...X ) |xE€R"para todo "i=1,2,..n.}, los
llamaremos punto o vector de dimension n.

Definicion 1.2. (Norma y direccién). Un vector posee normay direccion. La nor-
ma hace referencia a la magnitud del vector, mientras que la direccion se refiere
al angulo que forma este respecto a un plano o eje de referencia.

Asi, si tenemos un vector v de la forma v=(v,v,,v,...,v. ) podemos calcular su nor-
ma aplicando la siguiente férmula matematica:

V| = Vv? v2 + v+ vk (1.1
Concluimos que, la norma de un vector siempre es un escalar positivo.
Nota 1.1. La norma de un vector v se denota |V|.

Ejemplo 1.1. Encuentre la norma de los siguientes vectores:

A=(-114); B=(3,—4); C = (%, 2,1); D = (cos(x), sin(x))

Solucioén: aplicando la formula de la norma, dada en (1.1), podemos obtener facil-
mente la norma de los vectores dados.

Al =V(=1D2+ 12 + 42 =18 = 32



|B| = V32 + (=4)2 =25

132 21 V21
= — 2 2= _——
IC| /(2) +2241 A/4 :

[D| =«/(cos (x))2 + (sin(x))2 =Vi=1

Definicién 1.3. (Distancia). Si x e y son dos puntos cualesquiera sobre la recta
real, se define la distancia de x, y por:

dxy) =[xyl (1.2)

Ejemplo 1.2. Dados dos puntos cualesquiera x e y sobre una recta real, muestre
que la coordenada del punto medio entre x e y esta dada por:

_x+y
2

m (1.3)

Solucién: para solucionar este problema, dibujemos primero nuestra recta real
con los puntos x, y y m (punto medio entre x e y) respectivamente, vea Fig. 1.1.

Figura 1.1 Punto medio

X m y

A
\/

Fuente: Elaboracion propia

De aqui, sabemos que X <m <y portantox-m<0ym -y <0

Luego, por definicién de valor absoluto, sabemos que |[x| =xsix= 0y |x|= —xsix <0,
asi, usando esta definiciéon y la ecuacion (1.2) obtenemos que:

d(x,m) = | X - m| = -(x-m)
y (1.4)
d(m,y)= [m - y|= -(m-y)

Para que m sea punto medio, debemos tener que d(x,m) = d(m,y), de las ecuacio-

nes en (1.4), tenemos que:
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~Gem) = - (m-y)

X-m=m-y

X+y=m+m
X+y=~2m
x +
m = zy (1.5)

Queda entonces probada la férmula para la coordenada del punto medio en una
dimension.

Andalogamente podemos obtener las coordenadas para el punto medio en dos di-
mensiones (R? ), quedando de la siguiente forma:

_ (x1 + X V1 +Y2)

SR (1.6)

1.1.2. EJERCICIOS

1. Calcule la norma de los siguientes vectores en R*: A = (2,1), B=(34) y
C=(1,tan?(x)).

2. Calcule la norma de los siguientes vectores en R A=(1,2,3), B=(4,1,5) y
C=(9,2V2,1).

3. Un vector geométrico V es aquel que se fOI'mZE partir de dos puntos Ay B
en el plano o en el espacio, denotado por V=AB.Si A= (a,,a,...a,)y
B=(b,,b,,...b, ), entonces la norma del vector AB esta dada por
|AB|=\/(b1a1 )*+(b,-a, )*+..+(b -a )?*). Calcular la norma de los siguientes
vectores geométricos AB:

a. A=(1,2) y B=(1,4)
b. A=(4,8) y B=(2,4)
c. A=(3,4,5)y B=(1,2,3)

d. A=(74,3) y B=(6,5,4)

Capitulo 1 - Geometria del espacio




5. Dado los siguientes puntos A=(1,2), B=(3,6), C=(5,2) y D=(7,8). Determinar
el punto medio de: AB, AC, DB, BD, BC.

6. Sila coordenada del punto medio del vector v= AB esta dada por M=(4,3) y
el punto B por B=(7,5), determine las coordenadas del punto A.

1.2. OPERACIONES EN EL
ESPACIO n-DIMENSIONAL R"

Recordemos que el espacio n-dimensional es aquel que se encuentra formado
por todas las n-uplas de nimeros reales los cuales se denotan por A=(a,,a,,...a_),
siendo los a,i = 1,2,3,..,n las componentes del vector A.
Definicion 1.4. (Igualdad de vectores). Dos vectores Ay B de R" son iguales siy
solo si sus componentes correspondientes son iguales. Esto es, si A=(a,,a,,a,,..a_)
yB=(b,b,,b,...b_), entonces:

A=Bea =b,a,=b,a,=b,..,a =b_ (1.7)

Definicion 1.5. (Suma de vectores). La suma de dos vectores Ay B de R" se obtie-
ne al sumar las componentes correspondientes, esto es:

A+B=(a,+b,a,+b, a,+b,,..,a +b) (1.8)

Definicién 1.6. (Multiplo escalar). Si k es un escalar real y A un vector de R", de-
finimos el multiplo escalar kA como:

kA = (ka,ka,ka,,..ka ) (1.9)

Ejemplo 1.3. Dados los vectores A = (2,-1), B =(3,4) y C = (-3,0), determine los
valores de x e y que satisfacen la ecuacion vectorial xA + yB = C.

Solucion: si xA + yB = C donde x e y son escalares reales, se tiene que:
x(2,-1) + y(3,4) = (-3,0)

(2%, -x) + (3y, 4y) = (=3,0)

Fundamentos del calculo vectorial con algunas aplicaciones



(2x 43y, —x +4y) = (-3,0)

Luego, por igualdad de vectores se tiene que 2x + 3y = -3y -x + 4y =0. Ahora, des-
pejando x en la segunda componente del vector, se tiene x = 4y. Sustituyendo esta
expresion en la primera componente, se tiene:

2(4y) +3y=-3
8y +3y=-3

11y = -3

3

__ 3 (1.10)
Y1

Por ultimo, reemplazando el valor obtenido en (1.10) de y en cualquiera de las
dos ecuaciones se obtendra el valor de x, asi:

3
~x+4(-3p =0

12 _
AT

12
—— 111
x=- (1.11)

Los valores dados en (1.10) y (1.11) constituyen los valores que se querian
determinar.

1.2.1 VECTORES UNITARIOS

Definicion 1.7. (Vector unitario). Un vector unitario es aquel que tiene longitud 1.

En R?, los vectores i=(1,0) y j=(0,1) son vectores unitarios. En R?, los vectores
f:(l,0,0), ﬁ:(O,l,O), }:(0,0,1), también son vectores unitarios, ver Figura 1.2.

Capitulo 1 - Geometria del espacio



Figura 1.2 Vectores unitarios

® i-(01) z

0,0,1)
i.(10)

Fuente: Elaboracién propia

SiA=(a,a, a,)€ R? entonces se puede escribir como A= a,i + a, J+ a,k; anélo-
gamente si A € R? entonces A = al+a, j.

Definicion 1.8. (Vector normalizado). Un vector U normalizado de un vector A,
es un vector unitario, que tiene la misma direccién de A y viene dado por:

A

=
|A|

(1.12)

Ejemplo 1.4. Encuentre el vector normalizado en la direccion de los siguientes
vectores:

. A=(3,4)
1 1
B=G 32
Solucion:

e Para solucionar este ejercicio, vamos a comenzar estableciendo la norma
del vector, ast:

Al =VE+ D)

|A| = V(9+16)
|A] =25
|A| =5 (1.13)

Fundamentos del calculo vectorial con algunas aplicaciones



Ahora, haciendo uso de la férmula (1.12) presentada en la Definicién 1.8,

. . L - .
procedemos a multiplicar el vector por [j. Sea u el vector normalizado en
la direccién de A, se tiene que:

=5
L 3 4
u—(s, 5) (1.13)

Igual que en el ejercicio anterior, comenzamos estableciendo la norma del
vector. Asi, tenemos entonces:

2

B =V + (-2 42

11
Bl =V - +—+4

4 16

1B =? (1.15)

Nuevamente, haciendo uso de la formula presentada en la Definicion (1.8)
de vector normalizado procedemos a multiplicar el vector por 1. Sea Vel
vector normalizado en la direccién de B, se tiene que:
V= L(E ! 2)
V69 \2" 4’

4

. /2 1 8
v=(@,—@,@) (1.16)

1.2.2. PRODUCTO ESCALAR ENTRE VECTORES

Definicion 1.9. (Producto escalar). Si A= (a,,a,, a,...a )y B=(b,,b,,b,,...b_ )

son vectores de R", su producto escalar (o producto punto) se define como:

n
A-B=Zakbk€R (1.17)
k=1

Teorema 1.1. Para los vectores A,B,CER" y el escalar a€ER se tienen las siguien-
tes propiedades:

A-B=B-A
A-(B+C)=A-B+A-c

Capitulo 1 - Geometria del espacio



e a-(A-B)=(a-A)-B=A-(a-B)
e A-A=A-B=A-C=02A=0

Teorema 1.2. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si Ay B son vectores de R" en-
tonces (A- B)? < (A- A)(B- B), es decir, (A - B)? < |AJ? |BJ%

Nota 1.2. A- A=|AJ? paratodo A € R".

Ejemplo 1.5.Sean A= (1,-1,1),B= (%, - %, %)y C=(-2,5,7) vectores de R3, calcule
los siguientes productos puntos: A-B,A-Cy B - C.

Solucion: atendiendo a la definicién de producto punto o producto escalar de
vectores se tiene que:

11
oo _51'_11'11)'(5'_2'5) A-C =(1,-11)(~257)
=-+.+3 pc i52_5+7
A-B =1k LT
8
1 11
B¢ =(3-33) (257
:_1_5_,_1
4 8
p.c =-1

1.2.3. EJERCICIOS

1. Considere los vectores A = (3,-2,1), B= (2,%, —1) yC= (g 0, —2) en R3. Rea-
lice las siguientes operaciones entre vectores.

a. A-(B-C)
b.3B—~4A

3
c. (A-B)-(C-B)

2. Determine los vectores unitarios de los siguientes vectores en la respecti-
va direccién indicada.

c. A=(-3,3,1), enladireccion de A.
d. p = ?i — %j ++/3k, en la direccién contraria de B.
e. C=(2sin(0)sin(¢),2cos(0)sin(d,2cos(d)), en la direccidon de C.

Fundamentos del calculo vectorial con algunas aplicaciones



3. Dos vectores A y B se dice que son perpendiculares, si su producto
punto es cero (A - B =0). Determine si los siguientes pares de vectores
son perpendiculares.

2 4=2i-1j+V3kyB="1i-2j+ 0k

2
b. =(Zl£) =(§E )
¢ 3’2’3 yD 4’3’ 3
4. Determine los valores de x, y, z € R, tal que:
3(x,-2,3)-4(1,y,2) + 2(2,1,2) = (2,4,6)

5. Demuestre que si A es un vector en R", entonces:

1Al = ((A- A))% (1.18)

1.3 PROYECCIONES Y ANGULOS
ENTRE VECTORES EN R"

Definicién 1.10. (Angulo entre vectores). El angulo 6 entre dos vectores A y B
esta dado por la formula:

A - B =|A||B|cos(6) (1.19)

El &ngulo entre dos vectores se obtiene al despejar 6 de la ecuacion en la defini-
cion 1.10, 1a cual define el producto punto o escalar de dos vectores en funcién de
la magnitud de dichos vectores y el angulo de separacion entre ellos.

A-B)
|A[[B|

Un vector A puede ser escrito en funcién de su magnitud, |4|, y el angulo que for-
ma con el eje horizontal x, a, como:

0= arccos( (1.20)

A =(]A]|cos a, |A] sin a) (1.21)

Ejemplo 1.6. Una pesa de 100 lb cuelga de dos alambres como se muestra en la
Figura 1.3. Encuentre las tensiones T, y T, en ambos alambres y sus respectivas

magnitudes.
Capitulo 1 - Geometria del espacio



Figura 1.3 Representacion del Ejemplo 1.6.

T T,

A=50°y B=32°

100 Lbs

Fuente: Stewart (2012)

Elaboraciéon propia

Solucién: descomponiendo vectorialmente las tensiones en los alambres se tiene
que:

T,=-Ti+TJyT,=T,i+T,] (1.22)

T,= (—TIX,le), y T

2=(T2x,T2y )

(1.23)

En donde se considera positivo hacia la derecha para el eje de referencia horizon-
tal y positivo hacia arriba para el eje de referencia vertical.

Ademas, también descomponemos vectorialmente el peso de la carga.

W =-100j
W = (0,-100)
W = -(0,100) (1.24)

Ahora, procedemos a encontrar los valores de las componentes vectoriales en
funcion de su magnitud y en la direccion del vector unitario dado por el angulo
correspondiente.

-T,x=-|T, |cos(50)
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-T,y = |T, |sin (50°)
-T,x =T, |cos (32°)
-T,y = |T, |sin (32°) (1.25)

Teniendo estas equivalencias, procedemos a realizar la suma vectorial de las ten-
siones en los alambres y el peso de la carga teniendo en cuenta la condicién de
equilibrio en el punto de convergencia de las fuerzas. Asi, para lograr la condi-
cion de equilibrio, la suma vectorial de las fuerzas que actian sobre el punto de
convergencia debe ser igual a 0, entonces:

T,+T,+W=0

T, xT,y) + (T, xT,y) - (0,100) = (0,0)

(-|T,|cos(50°),|T,|sin (50°)) + (|T, |cos(32°),| T" |sin (32°))=(0,100)
(=|T,lcos(50°) + [T, |cos(329),|T, |sin(50°) + |T,|sin (32°))=(0,100)  (1.26)

Asi, en (1.26) hemos llegado a una igualdad de dos vectores y para que dos vec-
tores sean iguales, necesariamente sus componentes deben ser iguales. De ahi se
tiene que:

—|T, |cos(50°) + |T,|cos (32) =0
|T, |sin (50°) + |T, [sin(32°) = 100 (1.27)

Para resolver este sistema de dos ecuaciones con dos incdognitas [IT,|l y IT,Il po-
demos aplicar la técnica de sustitucion, de manera que despejando [IT,|l de la

primera ecuacién del paso anterior se tiene: |T, | = |T2lc0s 327
cos (50°)

Ahora, sustituyendo el valor hallado de IIT,|l en la segunda ecuacion del paso
anterior) se tiene:

|T,|cos (32°)
cos (50%)
1.01|T, |+0.53|T, |=100

sin(50°) + |T,|sin(32°) = 100

1.54|T,|=100
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) 100
217 154
T, |=64.93 Ib (1.28)

Por altimo, reemplazando el valor obtenido de [IT,|l se obtiene el valor de |IT |I.
|Ty|cos (32°)

Tl = cos (50%)
64.93cos (32°)
|T1| = 0
cos (50°)
|T, |=85.66 Ib (1.29)

Ejemplo 1.7.Sea 0 el angulo que formanlos siguientes vectoresde R" A=(1,1,1,...,1)
y B=(1,2,3,..,n). Hallar el valor limite de 6 cuando n — oo.

Solucioén: para solucionar este problema aplicaremos la férmula de angulo entre
dos vectores (1.20), puesto que lo que nos interesa es un angulo entre estos dos
vectores, entonces se tiene:
A.B

IAIIBI)

6@ = arccos (

(1L,1,1L,...,1)-(1,2,3,...,1n)

V12 +12 + 124 +12-V1%2 422 4+ 32+ +n2)
14+243+...4+n

V12 + 12 + 124, 412 - V12 + 22 +32+---+n2)
142+ 3+...4n
VIFI+1+... +1-V12 422 +32+---+"2) (1.30)

6 = arccos (

@ = arccos (

6 = arccos (

Ahorabien, la expresion que se encuentra en el numerador de la fraccion en (1.30)

corresponde a la sumatoria de los n primeros ndmeros, que se define como:

nn+1) n’>+n
2 2

n
1+2+43+..4n=) k=
k=1

(1.31)

Abajo, en el denominador de la fraccién en (1.30), la expresion que se encuentra
dentro de la primera raiz cuadrada corresponde a la sumatoria de 1 n veces, la
cual se define como 1+1+1+...+1 = Z;{l: 1=n. En la otra raiz cuadrada se tiene la
sumatoria de los n primeros nimeros al cuadrado, que se define como:
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" 3 2
12+22+32+...+n2:2 kzzn(n+1)(2n+1):2n +3n%+n

) - - (1.32)

Reemplazando cada sumatoria por su correspondiente equivalencia en términos
del n-ésimo nimero en (1.30) se tiene:
n?+n

2

2n3 +3n% +n
yaVEE TS TR

6 = arccos

n’+n
2
yn@2n® +3n? +n)
6

6 = arccos

n®+n
-2
\/2n4 + 3n3 + n?
6
n?+n
2
V2n* + 3n3 +n?
V6

6 = arccos

6 = arccos

V6(n? +n) )
2V2n* + 3n3 + n?

0= arccos(

(\/3 n?+n )
6 = arccos 7—

2n* 4 3n3 4+ n? (1.33)

Sabiendo que n?+n=n2 4+ n = vV (n? + n)? en (1.33) se tiene, entonces:
V6  V(n?+n)? )

2 \2n* + 3n3 + n?

VeV (n?+n)? )

0 = arccos (7 2n* + 3n3 + n?

6 = arccos (

V64/n* + 2n3 + n?

9 = arecos (7 2+ 30 F

(1.34)

Llegados a esta expresion en (1.34) aplicaremos el limite cuando n — oo, puesto
que lo que nos interesa es el angulo entre estos dos vectores segin dicho limite.
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Se tiene entonces:

9 = imarccos [ VI
2 2n*+3n3 +n?
0 = arccos ( lim ﬁ M)
new 2 2n% 4 3n3 4 n?
V6 n* + 2n3 + n?
o =arcees (3 Vo 5o o)

\/5\/ n* + 2n3 + n?
0 = arccos 2 7}1}?02714+3n3+n2

6 = arccos (g
oo (J'1+o+o
arceos 2 240+ 0
o V61
arccos Wy
6 = arccos (%_ )
6=30 == (1.35)

Definicion 1.11. (Ortogonalidad entre vectores). Dos vectores A, B € R" son or-
togonales (perpendiculares), si el angulo formado entre ellos es 90°. Dos vecto-
res son ortogonales si el producto punto entre ellos es cero.
Observe Ay B € R?siendo dos vectores ortogonales en la Figura 1.4.
Considere A, B € R? dos vectores, entonces:

|A+Bl*=(A+B)-(A+B)

|A+B*=(A+B)-A+(A+B)-B

|A+B’=A-A+A-B+A-B+B-B

|A+ B]?=|A?+ 24 - B+ |BJ? (1.36)
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Por otro lado, para un tridngulo rectangulo, por el teorema de Pitdgoras tenemos
que la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los catetos, es decir:

|A + B|*= |A|*+ |B|* (1.37)

Comparando las dos anteriores ecuaciones (1.36) y (1.37) se concluye que, cuan-
do Ay B son ortogonales, entonces: 2A-B= 0= A-B=0.

Figura 1.4 Ay B vectores ortogonales

A" A+B

° .

Fuente: Elaboracién propia

Ejemplo 1.8. Hallar todos los vectores de R? que tienen la misma magnitud del
vector A = (-5,4) y le son ortogonales.

Solucién: como los vectores a encontrar deben ser ortogonales a A, su producto
escalar debe serigual a cero. Sea B = (a,b) el vector ortogonal y de igual magnitud
que A, entonces A - B =0, es decir:

(-54)-(a,b)=0
-5a+4b=0
5a=14b
4p
= — 1.38
a= (1.38)
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Ahora bien, como A y B deben tener igual magnitud, entonces |A| = |B|. De esto
se tiene que:

V(=52 + 42 =Va? + b2

V25 + 16 = Va? + b2
VAT = Va2 + b2
41 = q*+ b? (1.39)

Ahora, reemplazamos el valor de a obtenido al efectuar el producto escalar entre
Ay B, de manera que nos queda lo siguiente:

4by?
I 2
41_(5) +b

41 = Lo b?
“ 5 T
- 41b?
25
25 =b?
b =25
b=5V b=-5 (1.40)
Sustituyendo los valores hallados de b, se tiene que a = 4G) =4Vva= 108 -4.De

manera que los vectores que tienen igual magnitud que A y al mismo tiempo le
son ortogonales corresponden a B, = (4,5) y B, = (-4,-5).

Definiciéon 1.12. (Proyeccion). Consideremos A, B € R", siendo A=C+ Wy W =
tB. Se define W como la proyeccion de A sobre B y se denota de la siguiente forma:

W = proy, A =tB (1.41)
Sabiendo que A = C + W, si sustituimos el valor de W, obtenemos A = C + tB. Al mul-

tiplicar escalarmente por B ambos lados de la ecuacién nos quedan A-B = (C + tB)-B.
Partiendo de esto, tenemos que:
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A-B=C-B+tB-B (1.42)

Figura 1.5 Proyeccién de 4 sobre 5.

Yy

2_

A

A

C

1_

B
0 — o T
0 1 W 2 X

Fuente: Elaboracién propia

En la Figura 1.5 se observa que Cy B son ortogonales por lo tanto el producto
escalar C- B = 0, por lo que:

A-B=tB-B (1.43)

Despejando t de esta ecuacion se tiene:

L (1.44)
" B*B '
Por altimo, sustituyendo t en W=proy, A = tB se tiene que:
A-B
W = A= ( ) B (1.45)
proy, BB

Analogamente, se define C como la proyeccion ortogonal de A sobre B, que se
denota:

C=proy ,A (1.46)
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Sabemos que A = C + W, entonces C= A -W. Ademas, W = proy,_ A, por lo que:
C=proy ,A=A- proy BA (1.47)

Ejemplo 1.9. Sean A = (2,-1,0) y B = (1,3,2) vectores de R?, determinar el vector
proy, ,Ay mostrar que dicho vector es ortogonal a B.

Solucién: para solucionar este problema debemos primero hallar el vector
proy ,A porque recordemos que el vector proy . A se define como proy, ,A=A -
proy, A. Asi, si ya conocemos el vector A solo nos falta hallar el vector proy, A
y realizar la debida resta.

C(A-BY . ((2,-10)- (1,3,2))
proysA = (B - B) - ( 132 .32 ) 132
A_(2—3+0)(132)
PrOYs = \1T¥9+4)

1
proy,A = (— ﬁ) (1,3,2)

1 3 1) (1.48)

proy,A = (—ﬁ.—ﬁ,—7

Ahora que hemos hallado el vector proy, A, podemos determinar facilmente el
vector proy , A aplicando la formula correspondiente. Asi se tiene:

1 3 1)

proy, , A = A — proy,A = (2,-1,0) — (—E,—ﬁ,—;

1 3 1
proy pA==\2+-—,-14+—,0+>

14 14’ 7
29 111
proy A == (ﬁ,—ﬁ.7)
proy A == (29 11 1)
LB 14 14’7

(1.49)
Ahora, para probar que el vector proy . A es ortogonal al vector B, realizamos el

producto punto entre estos dos vectores y constatamos que nos dé 0, asi estos
dos vectores seran mutuamente ortogonales.
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B-proy ,A=0

(29 11 1)
(1,3,2) - 17 =
29 33 2
2=1770
0=0

Luego, By proy ,A son mutuamente ortogonales.

1.3.1. EJERCICIOS

1. Considere los puntos en R?, A = (-2,1,-1); B = (3,0,-2) y C = (-1,-2,5). Deter-
mine la medida de los dngulos del tridngulo formado por estos 3 puntos.

2. Sean X, Y € R" no nulos y a € R, entonces muestre que:
XY
Y.Y

3. Determine la proyeccion del vector A = (-5, 2, -1) sobre cada uno de los si-
guientes vectores.

X-Y—aX)=0 < a

a. B=(1,3,2)
b. C=(2,0,1)
c. D=D=j

V31
51y

4. Determine todos los vectores en el plano R? perpendicularesa A = ( 73

poseen la misma magnitud que A.

1.4. PRODUCTO CRUZ
ENTRE VECTORES DE R"

Definicion 1.13. (Producto cruz). Dados A = (a,,a,a,) y B= (b,,b,,b,) € R’ se
define el producto cruz entre estos dos vectores como:
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i J k 1.50
AXB=C=|g a a (1.50)
b, b, bs
AXB=C= (a2b3 - a3b2)i - (a1b3 - a3b1)j + (albz - azbl)k
(1.51)
AXB=C= (a2b3 — a3b2,—a1b3 + a3b1,a1b2 - azbl) (1.52)

El producto cruz de dos vectores Ay B en (1.50) genera un vector C que es orto-
gonal tanto a A como a B.

Ejemplo 1.10. Dados A= [*%’2’4] y B=(-1,1,5), determine el producto cruz de estos
dos vectores, A x B, y verifique que este vector es ortogonal tanto a A como a B.

Solucién 1.10. Para solucionar este problema haremos uso de la férmula ante-
rior en (1.52), de manera que sid = (a,,a,,a,) = [75»2,4] yB=(b,b,b,)=(-1,1,5),
se tiene entonces:

AXB=(a,b,-a,b

372

- a1b3+ a, b,a b,-a,b,)
1
AxB=Qawrwwu»{—%www&n{iyn—@Xﬂﬁ

5 1
AxB:( 424 - )
10 4,2 4, 2+2

5 1
AxB=(m—&——&—— g
2 2+

c:Asz@ﬁEﬁ) (1.53)

Ahora, para verificar que el vector obtenido, C, es ortogonal a Ay Brealizaremos
los productos puntos correspondientes sabiendo que el resultado debe ser igual
ao.

AxB)-A=(6-22) (-324)=-3-3+6=0

2°2
(AxB)-B=< 3 E). _ _ g 3,15 (1.54)
6,-53 (-1,1,5) s+5 =0

Luego entonces, el vector C = A x B es ortogonal tanto al vector A como al vector B.
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Ejemplo 1.11. Determine el producto vectorial A x B de los vectores A = (4,3,7)
y B=(8,2,6).

Solucién: procediendo de igual manera que en la primera parte del ejercicio an-
terior, siendo A = (a,,a,,a, ) = (4,3,7) y B= (b1,b2,bs ) = (8,2,6), se tiene que:

AxXB=(a,b,-a,b,-ab,+a,b,a b,-a,b,)

AXB=(18-14,-24 + 56,8 - 24) = (4,32,-16)

1.4.1. EJERCICIOS

AXB=((3)(6)-(7)(2),- (4)(6) +7(8)4(2) - 3(8))

(1.55)

1. Si A, By C son vectores en R3. Demuestre o refute (con un contraejemplo)
las siguientes propiedades:

a.

b.

AxB=BxA
Ax (B+C)=(AxB)+(AxC)

(AxB)xC=Ax(Bx(C)

.SiAxB=0conA#0yB#0,entoncesA || B

(xA) x B=a(AxB) = A x (aB), para todo « € R

AxA=|A|
|Ax B| = (|A[* |B|*- (A-B)*)"/*?
AxBxC=(A-C)B-(A-B)C

|14 x B|| = [[A[[||BI[]| sin6]

2. SiAd=(-34,2), B=(1,2,2) y C = (6,-8,-4). Calcular:

a.

BxA
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b. BxC

c. Bx(A+()
d. AxC

e. AxBxC

3. Comprobar las siguientes igualdades:

A A A

ixj=k (1.56)
ixk=—j (1.57)
jxk=i (1.58)

4. SiA=(-33-2), B=(2-13) y C=(;,-11) Calcular |A-(A x B)| y brinde una
interpretacion geométrica de este resultado.

1.5 RECTAS EN EL ESPACIO R?

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

1.5.1 ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA

Considere P, un punto sobre la recta con coordenadas (x,y, ,z_ ), como se muestra
. -
en la Figura 1.6, y P otro punto sobre la recta con coordenadas (x,y,z), v_ el vector
director de la recta, cuyas componentes son (a,b,c) y (P, P) un vector que va en la
. .z s e id i s
direccién de larecta y es multiplo escalar de v', cuyas componentes inician desde
el origen coordenado, son (x-x,y-y,,z-z_).
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Figura 1.6 Recta en el espacio

Fuente: Elaboracién propia

Como el vector (P?P) es multiplo escalar de 7, esto quiere decir que (P?P) = tv,
siendo t un nimero escalar real cualquiera que se encarga de dilatar o contraer
el vector 7 para convertirlo en (P, P). Entonce_s), como ;’=(a,b,c), tenemos que: tx7)
= t(a,b,c) = (at,bt,ct). Ademds, sabemos que (P P)= (x-x ,y -y, z-z ).

De lo anterior, podemos plantear la ecuacién vectorial de la recta en la siguiente
definicion.

Definicion 1.14. (Ecuacion vectorial de la recta). La ecuacion vectorial de una
p 3 — .
recta esta dada por (P, P) = tv’ o equivalentemente:

x-x,y-y, z-z, )= (atbtct) (1.59)

1.5.2 ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA RECTA

En R? una recta es simplemente regida por una funcion lineal de x, por ejemplo
y = x, donde x es el parametro. En R3, es mas conveniente obtener las coorde-
nadas de un punto sobre la recta L a partir de un pardmetro t (que puede ser el
tiempo) que nos revele, por decirlo de alguna manera, las coordenadas de dicho
punto. Por ejemplo, si nuestro pardmetro t representa el tiempo en segundos,
entonces en un tiempo de 1 segundo (t = 1) sobre qué punto del espacio se en-
cuentra una particula que describa un movimiento rectilineo.
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Partiendo de la ecuacion vectorial de larecta (x - X,y-y,z-z, )=(atbtct), pode-
mos obtener las ecuaciones paramétricas de la recta si aplicamos la igualdad de
vectores. Recordemos que para que dos vectores sean iguales, sus componentes
deben ser necesariamente iguales. Por tanto, si (x-x,y -y, z- z_ )) = (at,bt,ct),
entonces x- x = at,y -y =btyz-z = ct.

De lo anterior, podemos plantear las ecuaciones paramétricas de la recta en la
siguiente definicidn.

Definicién 1.15. (Ecuaciones paramétricas de la recta). Las ecuaciones paramé-
tricas de una recta sirven para establecer cualquier punto sobre la recta y estan
dadas por: x-x = at,y -y =btyz-z = ct.

Nota 1.3. Una misma recta puede tener varias parametrizaciones.

1.5.3 ECUACIONES SIMETRICAS DE LA RECTA

Si de cada una de las ecuaciones paramétricas de la recta despejamos el parame-
tro t, se tiene:

=X %o (1.60)
a
Y=Y
t= 1.61
5 (1.61)
Z—Z,
t= 1.62
C (1.62)

Al tener t despejado en todas las ecuaciones, podemos igualarlas para asi obte-
ner las ecuaciones simétricas de la recta.

Definicion 1.16. (Ecuaciones simétricas de la recta). Las ecuaciones simétricas
de una recta sirven para determinar si un punto dado pertenece o no a la recta
y estan dadas por:

X—Xo Y—Yo Z7 2
a b c

(1.63)

Ejemplo 1.12. Encuentre las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta
que pasa por el punto A = (4,3,7) y es paralela al vector V = (8,2,6).

Una vez haya determinado las ecuaciones paramétricas y simétricas de esta rec-
ta, muestre qué puntos sobre la recta se obtienen cuando t=1y t = 2, ademas,

verifique si el punto P = (4,1,1) estd o no sobre esta recta.
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Solucioén: para determinar las ecuaciones paramétricas de una recta, solo ne-
cesitamos un punto cualquiera sobre la recta y un vector que vaya en la misma
direccién de ella, es decir, un vector que actie como vector director.

Para este caso el punto A = (4,3,7) es un punto sobre la recta y el vector V = (8,2,6)
es paralelo a la recta, lo que significa que van en la misma direccion. Por lo tanto, el
vector V puede ser un vector director de esta recta. Asi, si el punto A = (x,,y,,z, ) =
(4,3,7) y el vector V = (a,b,c) = (8,2,6), se tiene que las ecuaciones paramétricas de
estarecta son:

x=x,+tat=4+8t (1.64)
y=y,+bt=3+2t (1.65)
z=z +ct=7+6t (1.66)

Para obtener las ecuaciones simétricas de esta recta, despejamos el pardmetro t
de cada una de las ecuaciones paramétricas y las igualamos simultdneamente, asi:

x—4
x=4+8t—>t=T (1.67)

-3
y=3+2t-t=2"" (1.68)

z—7
Z:7+6t—>t:T (169)

[gualando se tiene:
t_x—4_y—3_z—7
8 2 6

(1.70)

Ahora que se han obtenido las ecuaciones paramétricas y simétricas de esta rec-
ta, obtengamos usando las ecuaciones paramétricas los puntos sobre esta recta
cuandot=1yt=2.Sit=1 setiene:

x=4+8t=4+8-1=4+8=12 (1.71)
y=3+2t=3+2-1=3+2=5 (1.72)
z=746t=7+6-1=7+6=13 (1.73)

Luego, el punto sobre esta recta cuando t=1 corresponde al punto P = (12,5,13).
Sit=2, se tiene:
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Xx=4+8t=4+8-2=4+16=20 (174)
y=3+2t=3+42-2=3+4=7 (1.75)
z=7+6t=74+6-2=7+12=19 (1.76)

Luego, el punto sobre esta recta cuando t = 2 corresponde al punto P = (20,7,19).
Por dltimo, para comprobar si el punto P = (4,1,1) estd sobre esta recta, acudimos
a las ecuaciones simétricas de la recta:

t_x—4_y—3_z—7

8 2 6
. 4—4 1-3 1-7
8 2 6
0 -2 -6
t=——=— = —
8 2 6
t=0=-1=-1 (1.77)

Luego entonces, el punto P = (4,1,1) no esta sobre esta recta, puesto que al reem-
plazar las componentes x = 4, y = 1,z = 1 del punto en las ecuaciones simétricas,
el valor de t no es el mismo en todos los casos.

1.5.4. EJERCICIOS
1. Determine la ecuacién de la recta que satisface las siguientes condiciones:
a. Pasa por el punto A = (-2,1) y en la direccion del vector B = (1,3).
b. Pasa por los puntos A = (2,4) y B = (-2,2).
c. Pasaporel punto4 = G% 2) y en la direccion del vector B = (% 1%)

d. Pasa por los puntos A = (1,2,-1) y B = (2,-3,5).

2. Determine el vector direccién de la recta:

2x—=3 y+2 3z+1
5 4 2

3. Determine sila ecuacién:

x+1 y—-2 z-1
3 0 2
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Es la ecuacion de una recta.

4. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A = (-1,-3,2) y cortaala
recta x (t) = (-1,2,-1) + t(2,2,1), en (1,4,0).

1.6 RECTAS PARALELAS,
PERPENDICULARES Y OBLICUAS

En R?y en R? encontramos rectas paralelas, perpendiculares y oblicuas. En las
siguientes secciones, encontraremos la definiciéon para cada una de estas en el
plano y en el espacio.

Veamos entonces como se definen estas rectas en el plano.

1.6.1 RECTAS EN EL PLANO

Definicion 1.17. (Rectas paralelas en R?). En R? dos rectas L, y L, son paralelas,
si y solo si sus pendientes m, y m, son iguales, es decir, m, = m,. Dos rectas
paralelas nunca se intersecan, ver Figura 1.7.

Figura 1.7 Rectas paralelas en el plano

v Yl

Fuente: Elaboracién propia

Definicion 1.18. (Rectas perpendiculares en R?). En R? dos rectas L, y L, son
perpendiculares, siy solo el producto de sus pendientes m, y m, es igual a -1, es
decir, m - m, =-1. Dos rectas perpendiculares se intersecan formando un angulo
de 90 grados, ver Figura 1.8.
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Figura 1.8 Rectas perpendiculares en el plano

Fuente: Elaboracién propia

Definicion 1.19. (Rectas oblicuas en R?). En R? dos rectas L, y L, son oblicuas,
siy solo sus pendientes m, y m, son diferentes y el producto entre ellas es dife-
rente de -1. Dos rectas oblicuas se intersecan con un dngulo menor o mayor a 90
grados, ver Figura 1.9.

Figura 1.9 Rectas oblicuas en el plano

Fuente: Elaboracién propia

Dos rectas son oblicuas si no son ni paralelas ni perpendiculares.
Definamos ahora estas rectas en el espacio.
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1.6.2 RECTAS EN EL ESPACIO

Definicion 1.20. (Rectas paralelas en R?). Dos rectas L,y L, son paralelas en el
espac1o si y solo si sus vectores directores v/ vy v son multlplo escalar, es decir,
_; tV2 o bien, si su producto cruz V1 X Vz genera el vector nulo (0,0,0). Dos rectas
paralelas jamas se intersecan, ver Figura 1.10.

Figura 1.10 Rectas paralelas en el espacio

Fuente: Elaboracién propia

Ejemplo 1.13. Verifique que las siguientes rectas L, y L, de R® son paralelas:

Ll:x=1+12t;y=7-4t;z=-2+16t
L,:x=-4-3s5y=3+s;,z=11-4s (1.78)

Solucién: para solucionar este ejercicio recordemos que la definicién de rectas
paralelas en R® nos dice que dos rectas son paralelas si sus vectores directores
son multiplo escalar, o bien si el producto cruz de sus vectores directores genera
el vector nulo.

Miremos si sus vectores directores son multlplo escalar, esto es, si V = kv Los

vectores directores de estas rectas son V =(12,-4,16) y V =(-3,1,- 4) respectl—
vamente, asi tenemos (12,-4,16) = k(-3,1,- 4) = (12,-4,16) = [ 3k, k,-4k).
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Por igualdad de vectores se tiene que:

12=—3=>k=—13—2=-4

4=k=>k=-4
16=-4k=>k=_1__,
4
Como el valor de & es igual para todos los casos, significa que estos vectores son
multiplo escalar. Por tanto, estas rectas si son paralelas.

Definicion 1.21. (Rectas perpendiculares en R?). Dos rectas L, y L, son perpen-
diculares en R?, si y solo si el producto punto de sus vectores directores 71 . 72 es
igual a 0, ver Figura 1.11.

Figura 1.11 Rectas perpendiculares en el espacio

Fuente: Elaboracién propia
Ejemplo 1.14. Encuentre:
a. Las ecuaciones paramétricas de la recta L que pasa por los puntos P, =
(5,2,1) y P,=(1,4,7), ademas encuentre el punto en el cual esta recta corta

al plano xy.

b. Una recta que sea perpendicular a L y que pase por el punto Q = (1,2,3).
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Solucion:

a. Como tenemos dos puntos P, y P, que estan sobre la recta, podemos en-
contrar un vector director para esta hallando el vector que va desde P,
hasta P, el cual denotaremos como Pl_)P2 y lo podegos determinar ha-
ciendo la operacion P,- P, . De manera que se tiene P, P,=P,-P, = (1,4,7)-
(5,2,1) = (-4,2,6).

Ahora bien, teniendo el vector director de la recta y conociendo un pun-
to sobre ella que puede ser P, o P, podemos determinar las ecuaciones
paramétricas, recordando que:

x=x_ + at (1.79)
y=y, +bt (1.80)
z=z +ct (1.81)

Asi, tomando P, = (5,2,1) = (x,,y,,z,) y con P1_>P2 =(-4,2,6) = (a,b,c) se tiene

que:
x=5-4t (1.82)
y=2+2t (1.83)
z=1+ 6t (1.84)

Para encontrar el punto en el cual la recta corta al plano xy, debemos
saber que para cualquier punto sobre dicho plano la coordenada en z es
nula, o lo que es lo mismo, cualquier punto sobre el plano xy esta dado de
la forma (x,y,0). De esta manera, podemos igualar la coordenada z de las
ecuaciones paramétricas de la recta a 0, y asi obtener el valor de t para
el cual larecta toca el plano xy. Luego, con este valor de t, reemplazamos
en las coordenadas x e y de las paramétricas y obtenemos el punto com-
pleto. Habiendo dicho esto, se tiene0 =1+ 6t=>t=— %, por lo que:

Asi, el punto en el cual esta recta corta al plano xy es P = (Z > 0).

3 3
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b. Deseamos hallar una recta que sea perpendicular a L y que pase por el
punto Q = (1,2,3). En la Figura 1.12 podemos observar esta situacion.

Figura 1.12 Representacion del Ejemplo 1.14

Fuente: Elaboracién propia

Para encontrar una recta perpendicular a L, C, y que pase por Q, se debe
hallar un vector director parala recta C.

A_l)lora bien, definiendo el vector que vadesde P, a Q, al cual denotaremos
P.Qy representando el Vector director de la recta L sobre ella misma, al
cual denotaremos v (note que v es el vector que vadesde P hasta P,), se
cumple ento_r)1ces que el Vector_(;‘ corresponde a la proyeccion ortogonal
del vector P, Q sobre el vector v =P, Q es decir € = prOY P1Q. Entonces se
tiene que:

C =PQ —proyP,Q (1.86)

v

ﬁ
Para aplicar esta formula debemos hallar los vectores P Qy V. Se tiene
entonces que:

P.Q=Q-P,=(1,23)-(521) = (-4,0,2) (1.87)

V=P P =P,-P,=(147)-(521) = (-4,2,6) (1.88)

1
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Luego, sustituyendo (1.87) y (1.88) en (1.86) se tiene:

(—4,0,2)- (—4,2,6)

C=(-4,072) - —4,2,6
40D~ 20 (caze TP
164+0+12
= (-4,02) - ———— (—42

C=(~402) — %(—4,2,6)

C=(-4,02) - (-2,13) = (-2,-1,—1)

(1.89)

Habiendo hallado C ya conocemos el vector director de la recta que es
perpendicular a L y pasa por el punto Q, de manera que las ecuaciones

paramétricas de estarectasonx =1-2t;y=2-t;z=3-t.

Definicion 1.22. (Rectas oblicuas en R?). Dos rectas son oblicuas en el espacio si
no son paralelas ni perpendiculares; estas pueden o no intersectarse en R?, a di-
ferencia de R? donde necesariamente si son oblicuas si se intersecan, ver Figura 1.13.

Figura 1.13 Rectas oblicuas en el espacio

Fuente: Elaboracién propia

Ejemplo 1.15.Sean L:x=1+4t;y=5-4t;z=-1+ 5ty L:x =2 + 8s; y=4-3s;
z =15 + s. Determine si las rectas son paralelas, perpendiculares u oblicuas.

Solucién: verifiquemos primero si las rectas son paralelas.
Como:

L:x=1+4+4t y=5-4t z=-145t
L,:x=2+8s; y=4-3s; z=5+5s)

(1.90)
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Entonces el vector director de L,, que lo denotamos por v, esigual a v = (4, -4,5)
. e . -

y el vector director de L,, que lo denotamos por w, es igual aw = (8,-3,1).

Para concluir que las rectas son paralelas, debemos obtener el mismo escalar k
como resultado de la division de las componentes correspondientes, una entre la
otra, es decir, que podamos decir que sus vectores directores son multiplo esca-
lar. Siendo asi, se tiene: .

Como el valor de k es diferente para todas las divisiones, se concluye que las rec-
tas no son paralelas.

Verifiquemos ahora si las rectas son perpendiculares, es decir, si el producto
. . LD
punto de sus vectores directores es igual a 0, esto es, si v - w =0,

-
V .

W=(445)(8-31)=32+12+5=49 (1.91)

Como el resultado que obtuvimos fue 49, y 49 es diferente de 0, se concluye que
estas rectas no son perpendiculares. Llegados a esto, concluimos que las rectas
son oblicuas, verifiquemos si estas rectas se cruzan o no.

Para saber si las rectas se intersecan o no, debemos igualar cada componente de
las ecuaciones paramétricas de estas rectas y construir un sistema de ecuacio-
nes. Si el sistema tiene solucién y al reemplazar los valores de los parametros en
las ecuaciones correspondientes obtenemos el mismo punto, entonces las rectas
se cruzaran en ese punto con un angulo mayor o menor a 90 grados y si el siste-
ma no tiene solucién, entonces las rectas no se intersecan. Como:

Ll:x=1+4t;y=5—4t; z=-1+ 5t
L,;x=2+8s;y=4-3s; z=5+s (1.92)

Igualando las variables x, y, z de la expresién (1.92) tenemos:
1+4t=2+8s=>4t-8s=1
5-4t=4-3s=>-4t+3s=-1
-1+5t=5+5s=>5t-5=6 (1.93)
De (1.93), nuestro sistema de ecuaciones queda entonces:
4t-8s=1

-4t+3s=-1
S5t-s=6 (1.94)
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Para este sistema no existe solucién, por tanto, se deduce que estas rectas son
oblicuas, pero no se intersecan en ningdn punto.

1.6.3. EJERCICIOS

1. Determine si las siguientes rectas son paralelas o perpendiculares:

Ly :x=§t;y=3—%t;z=—1+2t

a.
L, :x=3+5S:Y=2—%S;Z=—2+s
p L x=6-6y=-1-3t;z=-3+4¢
'LZ :x:4+s;y=1+%5;z=_2_§5
o b x=3ty=-1+t;z=3+¢

L, 'x=4+s;y=1—-2s5;z=5-5

2. Determine la ecuacion de la recta que satisface las siguientes condiciones:
a. Pasaporel punto (3,-2,-1) y es paralelo a larecta x(t) = (0,2,0) + t(0,2,2).
a. Pasa por el punto (-1, 3) y es perpendicular a la recta x(t)=(-2,2) + t(3,2).

3. Determine si las siguientes ternas de puntos son colineales, es decir, si to-
dos estan sobre una misma recta:

a. (34), (-2-6)y (1,0)
b. (0,-4), (-3,5) y (2,4)
c. (2,3-1),(1,0,-2) y (0,-3,-3)

d. (1,3,2), (1,4,3) y (1,-1,1)

1.7. PLANOS

Definicion 1.23. (Plano). Un plano es una superficie plana, como su nombre lo
indica, del espacio. Lo que conocemos como R?, en R3 constituye un plano. Todo
plano en R3 tiene un vector normal, que regularmente se denota por ' y es per-
pendicular al plano en cualquier punto sobre él.
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Figura 1.14 Plano

Fuente: Elaboracién propia

Considérese la siguiente situacion: Py P son dos puntos cualesquiera sobre el
plano, ver figura 1.14. Considérese P = (x,, y,,Z,) un punto fijo del plano, P un
punto cualquiera del plano de coordenadas P = (x,y,2) y " el vector normal de este
plano en el punto P, cuyas coordenadas son E’) = (a,b,c). Si se traza un vector que
vaya desde P, hasta P al cual denotaremos P, P P_) P=(xy,2)-(X, Y2, = (X - X,
Y-Y, Z-2,),se tiene, segin la figura 1.14, que n yP,P son_)mutuamente perpendl-
culares, esto significa que el producto punto entre ny P P debe ser igual a cero.
Se tiene entonces que:

-

PP-?=O=>(X—XO,y—yO,z—ZO)-(a,b,c)=0 (1.95)

0

Alaecuacion (1.95) se le llama ecuacion vectorial del plano. Ahora, si resolvemos
el producto punto se tiene que:

a(x-x,)+b(y-y)+c(z-2,)=0 (1.96)

Ala ecuacion (1.96) se le llama ecuacion cartesiana del plano. Ahora, si resolve-
mos los productos se tiene que:

ax+by+cz+d=0 (197)
Donde d = -ax,- by, - cz,
Observacion. Dos planos son paralelos si y solo si sus vectores normales tam-

bién lo son, es decir sus vectores normales son multiplo escalar, o bien su produc-
to cruz genera el vector nulo.
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Dos planos serdn perpendiculares si y solo si el producto punto de sus vectores
normales es igual a cero. De otro modo los planos se intersecan con un angulo
mayor o menor a 90 grados.

Nota 1.4. Los planos se denotan generalmente por .

Ejemplo 1.16. Encuentre la ecuacién del plano que contiene al punto (-3,2,7) y es
perpendicular al vector (4,5,1).

Solucién: como el vector (4,5,1) es perpendicular al plano, entonces podemos
considerar este vector como el vector normal del plano, luego 1’ = (4,5,1).

Por otro lado, sabemos que el punto (-3,2,7) es un punto fijo sobre el plano, luego
este punto es nuestro punto P = (-3,2,7).

Por ultimo, si denotamos un punto P general del plano de coordegadas (x,y,2),
podemos trazar un vector desde P hasta P, el cual es igual a PP = P - P =

xy.2)-(-3,2,7) = (x+ 3,y - 2,2 -7).

Ahora, realizando el producto punto entre este vector y el vector normal, e igua-
lando a 0, se tiene:

PP -T=0=(x+3,y-2,2-7)- (451) =0

4(x+3)+5-2)+(@z-7)=0

4x+12+5y-10+2z-7=0

4x+5y+z-5=0

4x+5y+z=5 (1.98)
De esta forma, hemos encontrado la ecuacidn del plano.

Ejemplo 1.17. Encuentre la interseccion entre el plano m: 11x- 2y +4z=2yla

+2 7—z
rectal:x — 4 =yT =—-

Solucion: como la recta L estd dada en su forma simétrica, vamos a llevarla a su
forma paramétrica, asi:
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X-4d=tex=4+t

y+2

S Cteys -2+ 3t (1.99)
7_ 5

5 =tez=7+5t

Ahora, reemplazando las ecuaciones paramétricas en la ecuacién del plano se
tiene:

11(4 + ) - 2(-2 + 30 + 4(7 + 50 = 2
44 4+ 11t+4-6t+ 28 + 20t=2
25t + 76 = 2

25t=-74

74
t=__ 1.100
E (1.100)
Habiendo encontrado el valor del parametro ten (1.100), lo reemplazamos en las
ecuaciones paramétricas en (1.99) y encontramos el punto de interseccion entre
larectay el plano. Asi:

74 26

X=4+t=>X=4—-E=E

t=-2+3t=>y—-2+3(—%)=—% (1.101)
z=7+5t=z=7+5 ( Z:) —?

Asi, el punto de interseccién entre la recta y el plano corresponde al punto P =
(26 272 39)

25’ 257 5

Ejemplo 1.18. Encuentre la ecuacion del plano que contiene a los puntos
P,=(4,0,-2),P,= (L) yP, =(-2-1,-1)
Solucioén: para hallar la ecuacién del plano que contiene 3 puntos, primero debe-
mos hallar el vector normal de este plano; para ello trazamos los vectores P_>P

yP P, siendo P un punto general de coordenadas (x,y,z), tal como muestra la
Flgura 1 15. Estos vectores quedarian de la siguiente forma:
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PP, =P,-P, = (1,1,1) - (4,0,-2) = (:3,1,3) (1.102)
= RO N AT 17

P1P3 = P3' P1= (_ '_E’_Z) - ( '0'_ ) - (_65_552) (1103)
ﬁ

PP=P-P = (xy,2) - (4,0,-2)=(x-4,y,z+ 2) (1.104)

Figura 1.15 Grafica para el Ejemplo 1.18.

Fuente: Elaboracién propia

S_a)bemos que si realizamos un producto cruz entre el vector Pl_)PZ, y el vector
P P, se generara un vector que es perpendicular a estos dos vectores y como
estos vectores estan contenidos en el plano, entonces el vector que genere el pro-
ducto cruz también serd perpendicular al plano de manera que se convierte en el
vector normal que necesitamos. Siendo asi, se tiene:

i i k

-3 1 3
w=PP,xPP= = 17
4

— _ 137 51* 15"
=i 2.2 1.105
iRtk ( )
Si nos vamos a la Figura 1.15 nuevamente, podemos darnos cuenta de que el vec-
tor p P es perpendicular al vector " que acabamos de hallar, de manera que su
producto punto debe también ser igual a cero. Luego entonces la ecuacién de este

plano sera:

13 51 15

A e
Plp'n—O:(X-4,y,z+2) (4, 4_,2)—0

13 4 51 +15 +2)=0
=) -y (2 +2) =
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13 51 1

T x—13——4y+—z+15=

13 51 15

Ty tgrr2=0

13 51 15

7257 y+—2 z=-2 (1.106)

Enla Figura 1.15 presentamos el plano que contiene los 3 puntos P,, P, y P, puntos.
Ejemplo 1.19. Determine si los siguientes planos son paralelos.

m,:3x-4y+5z=0
m,:-6x+ 8y-10z=4 (1.107)

Solucion: sabemos que aquellos coeficientes que acompafien a las variables x, y
e z son las correspondientes componentes de sus vectores normales. Siendo asi,
los vectores normales son respectivamente:

m, = (3,-4,5)
n, = (-6,8,-10)) (1.108)

Ahora bien, de ser estos dos planos paralelos sus vectores normales deben ser
multiplo escalar o bien su producto cruz debe generar el vector nulo (0,0,0). Ve-
rifiquemos si estos vectores normales son multiplo escalar; para ello, dividimos
las componentes correspondientes de cada vector y si obtenemos el mismo es-
calar o para todos los casos, entonces los planos serdn paralelos. Siguiendo esto,
se tiene:

3 —4 5 1 1

A== == Do (=——=——= —

6~ 8  —10 2= 2772 (1.109)

Como obtuvimos el mismo valor del escalar a para todos los casos, se tiene que es-
tos planos si son paralelos, puesto que sus vectores normales son multiplo escalar.

1.7.1. INTERSECCION ENTRE PLANOS

Dos planos distintos que se cortan determinan dos angulos positivos de inter-
seccion, un angulo 6 agudo que satisface 0 < 6 <y el suplemento de ese angulo.

R ‘ . L L
Definicion 1.24. (Angulo de interseccion). Si I; y n, son normales a los planos,
. . . d , . .z
entonces dependiendo de las direcciones de ﬁl y n,, el angulo de interseccion 6

- > .
entre nn y n, podemos determinarlo por:
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0= alrccos(—l?l1 | )
- > 1.110
TEAIIEAL (1.110)
Nota 1.5. La interseccién de dos planos distintos en el espacio constituye una
recta también en el espacio.

Veamos la Figura 1.16, en la que se presentan los planos x + y + z = 0 (color azul)
y z=0 (color gris) y comprobemos, mediante la férmula anterior, que realmente
el angulo de interseccion de estos planos es el que muestra la figura.

Figura 1.16 Interseccidon entre planos

2

Fuente: Elaboracién propia

Podemos ver en la Figura 1.16, que el angulo agudo que forman los vectores nor-
males de estos planos corresponde a o = 54.74; también podemos apreciar larec-
ta de interseccidn de estos planos (color naranja). Sabemos que el vector normal
del plano x + y + z= 0 al cual denotaremos H’l es el vector (1,1,1) y el vector normal
del plano z =0 al cual denotaremos H)Z es el vector (0,0,1), siendo asi, tenemos:

[(1,1,1) - (0,0.1)|)
V3V1

6 = arccos (%) = 54.74 (1111

De esta forma, hemos comprobado mediante la férmula que realmente ese es el
angulo con el cual se intersecan los planos.

6 = arccos (

Ejemplo 1.20. Encuentre el angulo de interseccion entre los planos  : 2x - 4y +
4z=6y,: 6x + 2y - 3z = 4. Determine también una parametrizacion de la recta
de interseccion de estos planos.
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Solucién: para hallar el angulo de interseccion entre estos planos haremos uso
de la férmula dada en la Definicion 1.24. Sabiendo que el vector normal del plano
m, al cual denotaremos H’l es el vector ﬁl =(2,-4,4) y que el vector normal del pla-
no , al cual denotaremos H)Z es el vector ﬁz = (6,2,-3) se tiene:

1(2,-4,4) - (6,2,—3)]|
6 = arccos
V22 + (—4)2 + 42/62 + 22 + (-3)2
~ -8
6 = arccos (_\/%\/E)
8
6 = arccos (m) =79.02 (1.112)

Ahora bien, para hallar una parametrizacion de la recta de interseccién que for-
man estos planos necesitamos un vector director de esta recta al cual denota-
remos v y un punto sobre ella. Para obtener un vector director para esta recta
debemos realizar el producto cruz entre los vectores normales de los dos planos,
que nos queda de la siguiente manera:

A A

S5 S ij K
VEN XNy =y g
6 2 -3
v = (12 — 8)i — (=6 — 24)j + (4 + 24)k (1.113)

¥ = 4i + 30 + 28k = (4,30,28)

Ahora que tenemos un vector director para esta recta, solo nos falta obtener un
punto sobre ella, o equivalentemente obtener un punto en la interseccién de los
planos. Las ecuaciones de estos planos forman un sistema de dos ecuaciones con
tres incognitas m: 2x-4y +4z=6T,: 6x+ 2y -3z=4.

Dandole a la variable x un valor cualquiera podemos obtener un sistema de ecua-
ciones 2 x 2, el cual podemos resolver mas facilmente. Asf, si x = 1, entonces:

21— 4y+4z=6=>2—-4y+4z=6>—-4y+4z=4 (1.114)
6(1)+2y-3z=4=>6+2y-3z=4=>2y-32=-2 (1.115)

Ahora, multiplicando ambos miembros de la segunda ecuacion (1.115) por 2 el
sistema queda:
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-4y +4z=4
4y -6z =-4 (1.116)

Ahora, sumando las dos ecuaciones en (1.116) se tiene -2z=0 = z = 0.
Por ultimo, reemplazando los valores de x = 1y z = 0 en cualquiera de las dos
ecuaciones originales obtenemos el valor respectivo de y. Reemplazando en la

primera ecuacion, tenemos 2(1) -4y +4(0)=6=2-4y=6 = -4y=4 = y=-1.

De manera que un punto en la interseccion de estos planos es (1,-1,0). Luego una
parametrizacién de la recta de interseccion entre estos planos es:

x=1+4t
y=-1+ 30t (1.117)
z=28t

1.7.2. EJERCICIOS

1. Determine la ecuacién del plano que pasa por el punto A = (-1,0,2) y tiene
vector normal n_)1 =(2,2,3).

2. Determine la ecuacion del plano que pasa por los puntos A = (1,1,-1), B=(2,-1,3).

3. Determine la ecuacién del plano que pasa por el punto A = (1,2,1) es para-
lelo al plano m: 2x - y+ 3z = 3.

4. Determine la ecuacion del plano que pasa por el punto A =( 2,-1,3) y es per-
pendicular al planom: x+ y + z = -3.

5. Determine el punto de interseccion de la recta x (t) = (0,-4,0) + t(0,4,-1) y el
plano m: 2x+ y - 3z = 2.

6. Determine si los siguientes planos son paralelos o perpendiculares, y de-
termine el angulo formado por ellos:

A MiIX+Yy+zZ=2yM;:X+y+z=-4
b. m:2x+y-3z=1ym,:3x+3y+z=2
C. M:-X+y+z=3ym,:2x+3y+2z=1
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1.8. DISTANCIA

1.8.1 DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UNA RECTA

Definicion 1.25. (Distancia de un punto a una recta). La distancia del punto P,
alarectar, que denotaremos como dP,r es el nimero dP,r = min {dP,,Q) | Qe r}

Seaunarecta rdefinida porun punto P, y pgr el vector director v;y sea un punto
cualquiera en el espacio P,. Los vectores P P,y v determinan un paralelogramo
cuya altura corresponde a la distancia d del punto P,alarectar, ver Figura 1.17.

Figura 1.17. Distancia entre un punto y una recta

Fuente: Elaboracién propia

- - . .
Sea 6 el angulo formado entre los vectores v y P P,.La distancia del punto P, a
la recta r estd dada por:

- .
d=|| P P, || sin8 (1.118)

Ejemplo 1.21. Halle la distancia entre el punto P = (2,5,-1) y la recta r que pasa
por P, = (1,-1,2) y es paralela al vector v =(1,0,1).

Solucion: para encontrar la distancia entre el punto y la recta, debemos encon-
trar el angulo que se forma entre el vector P P,y el vector V.

é
Note que el vector p, P es dado por:
-
P, P, =P -P=(1-12)-(25-1) =(1-63) (1.119)
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Asi, usando la f()rmgla del angulo entre vectores, podemos calcular el angulo 6
entre los vectoresp Py Vv por:

V- PP, (1.120)
8 = arccos(————
[v[l11P1Foll

- = 5 =
Como |[v]|=V2y]| P, P, ||=V46; ademas, v - P, P, =2, entonces 6 = arccos (2/V92)
=77.96°. De esta forma, podemos calcular la distancia del punto P, alarecta r por
la férmula de la distancia de un punto a una recta, se tiene:

d=1P, P, || sind = V46 sin(77.96° ) = 211 (1.121)

1.8.2 DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS EN EL ESPACIO

Definicion 1.26. (Distancia entre dos rectas). Seanr, = P, + vy r,=P,+ t\72 dos
rectas en el espacio, la distancia entre estas es el nimero:

d(r,r,) =min{d(PQ) |PEr, yQE€r,} (1.122)
Nota 1.6. Si las rectas se intersecan, por definicion d(r ,r,) = 0.
Cuando las rectas son paralelas, la distancia entre estas se pueda calcular usan-
do la definicién anterior, esto es, tomando un punto cualquiera de una de las

rectas y calculando la distancia de este punto a la otra recta.

Ejemplo 1.22. Calcule la distancia entre la recta r,, que pasa por los puntos P, =
(1,2,1) y P,=(2,1,0),y larectar,, que pasa por los puntos P,= (0,1,2) y P, = (1,0,1).

Solucioén: en la Figura 1.18, vemos que las rectas son paralelas, por tanto, pode-

mos calcular la distancia entre estas dos rectas, como la distancia del punto P, a
larectar,.
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Figura 1.18 Distancia entre dos rectas paralelas - Ejemplo 1.22.

Fuente: Elaboracién propia

Calculemos el &ngulo 6 que se forma entre los vectores P P, yP P, usando la for-

20 v
mula del d&ngulo entre dos vectores, tenemos:
PoPy - PPy
9 = arccos(————— (1.123)

[|P2Py|[[1P2P4l|
Los vectores P,P y PP estan dados por:

0= arccos(%) (1.124)
[1P2Py||[| P2 Pyl
Asi, ||P;P1 [| = ||P:P4|| =3 yP:P1 - P:P4 = 1, entonces 6 = arccos (1/v3) = 70.53°. De
esta forma, podemos calcular la distancia del punto P, alarectar, porla formula
de la distancia de un punto a una recta.

. 2
d=|[p,P,|Isin6 = V3 sin(70.530) = 2\/§ (1.125)

2
Concluimos que, la distancia entre las rectas r, y r, esta dada por 2\/§
Si dos rectas r, y r, son oblicuas y no hay interseccion entre estas podemos en-
contrar la dlstanc1a entre estas, calculando la norma del Vector P P,,donde P, es
unpuntoenr, y P,esunpuntoenr,y adema3s el vector P P,es 51multaneamente
ortogonal a las rectas ryr,
Ejemplo 1.23. Calcular la distancia entre las rectas L, y L, dadas en el Ejemplo

115.porL :x=1+4t;y=5-4t;z= -1+ 5ty L,:x=2+8s;y=4-3s5;2=5+s5.
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Solucion 1.23. Del Ejemplo 1.15 sabemos que L, y L, son rectas oblicuas y que
la interseccion entre estas es vacia; ademas, que sus vectores directores estan
dados respectivamente por vV =( 4,-4,5) y w = (8,-3,1).

Debemos encontrar un vector P P,con P unpuntoenlL yL,un punto enlL,y
que ademas P P, sea 51mu1taneamente ortogonal alos Vectores vyw.Es dec1r
que:

_)

PP -V

172

0

P P,-w=0 (1.126)

Note que un punto P, tiene la forma (1 + 4t, 5- 4t, -1 + 5t) y que un punto P, tiene
la forma (2 + 8s,4 -3s, 5 + s), asi, el vector Pl_)P2 tiene la forma:

P1P2:P1'P2
=(1+4t 5-4t,-1+5t)-(2+8s,4-35,5+5),
ﬁ
P P, = (-1 +4t-8s,1-4t+ 3s,-6 + 5t-5) (1.127)

Asi, el producto escalar Pl_)P2 - V nos queda:
— -
PP, -v =(1+4t-8s,1- 4t+3s, -6 +5t-5) - (4,-4,5)

—

PP, V =-4 +16t- 32s-4 + 16t-12s- 30 + 25t- 5s

(o

PP, V=-38+57t-49s=0 (1.128)
Y el producto escalar P1_>P2 ‘W

PP - W= (1+ 4t- 8s,1- 4t + 35,6 + 5t-s) - (8,-3,1)

2

(o

A

PP -w=-8+32t-64s-3 4 12t-9s- 6+5t-s

2

[,

1

PP -w=-17+49t-74s=0 (1.129)

2

[

Las dos ecuaciones anteriores (1.128) y (1.129) forman un sistema de dos ecua-

ciones con dos incognitas, del que podremos determinar con exactitud el valor
. . ; - 38, 49

de ty s. Si despejamos t de la primera ecuacién, obtenemos t = & T oS- Al reem-
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plazarlo en la segunda ecuacion, nos queda 49 (% + 35) - 74s = 17. Es decir 1862-
1817s = 969. Por lo que -1871s = 969 - 1862, es decir s = 222 . Asi, el valor de t es
49 893 _ 1979 1817

38
dado por t = ATV ARETIY)

Asi, el vector Pl_)P2 esta dado por:

P P,= (-1 +4t-8s1-4t+3s-6+ 5t-5)

S (g /916 7144 7916 2679 9895 893
P, P,=( 1817 1817’ 1817 @ 1817’ 1817 1817
— 1045 3420 1900
=(_ _ - 1.130
PP =( 1817’ 1817" 1817 ( )
Y por tanto, la distancia entre las rectas L, y L, esta dada por:
- — 4/ 1045 3420 1900
[|P, P, = \/( Y+ e)? + ()2 ~ 223 (1.131)

1817 1817 1817

Distancia entre un punto y un plano

Si entendemos la distancia desde el punto P al plano (color gris) (ver Figura 1.19),
como la distancia mas corta que pueda haber desde dicho punto al plano, al ubi-
car un punto Q cualquiera sobre el plano y trazar un vector Q"p que vaya desde
Q hasta P, se tiene que la distancia de P al plano es la norma de la proyeccion del
vector (jp sobre el vector normal " del plano, como se indica en la Figura 1.19.

Figura 1.19 Distancia entre un punto y un plano

Azj.
(

Fuente: Elaboracién propia

Definicion 1.27. (Distancia entre un punto y un plano). Sea 1 un plano, defini-
mos la distancia de un punto P al plano 1 como:
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d(P, m) = [proy, QP| (1.132)

Ahora bien, considerando P como un punto de coordenadas P = (x,y,z) y Q un pun-
to de coordenadas Q = (x, y,, z, ) entonces el vector (fp nos queda:

dp =P-Q=(xy2)-(x,y,2)=(x-x,y-y,z-2) (1.133)

Ahora, sabiendo que el vector normal del plano, ), es igual a n= (a,b,c), aplica-
mos la férmula de proyeccién vista anteriormente y obtenemos:

n-QP . |n-QP| . [0 QP
lIproy QP|| = | =—llIn|l = —=—lIn|| = —=—
n n- [In]| [In]|
[(@,b,c) (X —%X0, Y — Yo, Z — Z,)|
|Iproy QP|| = S
; N =
la(x —x,) + b(y —y,) + c(z — 2,)|
[lproy QP|| =
|lax — ax, + by — by, + cz — cz,|
|Iproy QP|| = . > .
; Ny
AP, = | 0P| |lax + by + cz + d|
,T) = ||pro =
Y NreE (1.134)

Donde d=-ax - by, - cz corresponde al término independiente de la ecuacion del
plano al cual se quiera calcular la distancia desde un punto dado.

Ejemplo 1.24. Encuentre la distancia entre el plano m:3x - 2y + 6z+ 3 =0y el
punto P (5, -24).

Solucién: como tenemos la ecuacion del plano sabemos que: a = 3, b =-2 y c=6,

corresponden a las componentes del vector normal i’ del plano y sabemos que

d = 3 es el término independiente. También sabemos que x= % ,y =-2yz=4, que

corresponden a las componentes del punto P, ahora simplemente reemplazamos
en la férmula mostrada anteriormente estos valores. Asi, se tiene:

1
lax + by + cz+d| _13(3) —2(=2) +6(4) + 3|

d(P,m) =

VaZ + b% + 2 V32 + (-2)% + 62
_.2 _2 _>_ 1.135
d(P, ) T~ m 12 ot ( )

Si dos planos T, y 7, son paralelos, calcular la distancia entre estos consiste en
calcular la distancia de un punto cualquiera P, en 7, al plano 1, usando la Defini-
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cion 1.27. De la misma forma, si una recta r y un plano m son paralelos, calcular
la distancia entre estos consiste en calcular la distancia de un punto cualquiera
P sobre la recta ral plano .

1.8.4. EJERCICIOS

1. Determine la distancia entre el punto y la recta dados, si satisfacen las si-
guientes condiciones:

a. Elpunto P =(-1,2,1) y larecta r que pasa por P, = (-1,2,3) y es paralela al
vector v = (1,1,-1).

b. El punto P = (2,-2,0) y la recta r definida por (1,0,-2) + t(2,-1,1).
c. Elpunto P=(x,,y, z)ylosejesx,yyzentérminosdex,y, y z,.

2. Calcule la distancia entre la recta r, que pasa por los puntos P, = (1,2,1) y
P,=(2,1,0), y larectar, que pasa por los puntos P, = (0,1,2) y P,= (1,0,1).

3. Calcule la distancia entre la recta L;:x = 2 —%t; y=1 +§t; z=-1-3tyla
rectaLz:x=2+§s;y=2—25;z=1+%s-

4. Determine la distancia entre el plano m: x- y+ z-3 =0y el punto P (3,-2,-4).

5. Determine la distancia entre el plano  que pasa por los puntos A =(-3,3,-2),
B =(2,1,-1); y el punto P(3,-2,-4).

6. Determine la distancia entre el planom: x-y+z-3 =0y larecta
Lix=-1+2ty=3-2t;z=3+t.

Fundamentos del calculo vectorial con algunas aplicaciones






CAPITULO 2

FUNCIONES
VECTORIALES
Y CURVAS EN
EL ESPACIO



2.1 CURVAS PLANASY
ECUACIONES PARAMETRICAS

© © 0 0 0 0 0 0000000000000 00000000 0000000000000 0000000000000 00000O00 o

Definicién 2.1. (Curva plana). Una curva plana C es un conjunto de puntos (x,y)
cuyas coordenadas estan dadas por las ecuaciones paramétricas x=f () y y =
g(t), enlas que fy g son continuas en un intervalo I. Ala variable t se le denomina
parametro.

Ejemplo 2.1. Trace la grafica de la curva que tiene las ecuaciones paramétricas
x=t,y=tpara-1<t<?2.

Solucién: para solucionar este ejercicio, realizaremos una tabla de valores, ver
Tabla 1, en la que damos valores al parametro t entre -1 y 2, de manera que ire-
mos obteniendo los pares coordenados para realizar la grafica respectiva.

Tabla 1. Tabla de valores para el Ejemplo 2.1

t x=t? y=t3
-1 1 -1
-0.7 0.49 -0.343
-0.4 0.16 -0.064
-0.1 0.01 -0.001

0.2 0.04 0.008
0.5 0.25 0.125
0.8 0.64 0.512

1.1 1.21 1.331
1.4 1.96 2.744
1.7 2.89 4.913
2 4 8

Fuente: Zill (2012) Elaboracién propia

Observando la tabla nos damos cuenta de que para cada valor de t entre -1 y 2 he-
mos obtenido un par coordenado (x,y), de manera que ya podemos realizar nuestra
grafica (Figura 2.1). Usando la linea de comandos en GeoGebra Curva(t?t3,t, -1,2).



Figura 2.1 Curva plana del Ejemplo 2.1.

45 o 5 1 15 2 25 3 35 1 45

Fuente: Zill (2012) Elaboracién propia

De la ecuacién paramétrica x = t? despejamos t obteniendo t = Vx; reemplazando
esta expresion en la otra ecuacién paramétrica se tiene y = t3= (Vx)3 = Vx° de
donde y = Vx3 corresponde a la ecuacion de la grafica en funcién de x, es decir, no
parametrizada.

Ejemplo 2.2. Encuentre una parametrizacion para la ecuaciéon de una circunfe-
rencia centrada en el origen coordenado con radio r.

Solucion:

Figura 2.2 Gréfica de la circunferencia del Ejemplo 2.2

Fuente: Zill (2012) Elaboracién propia

Fundamentos del calculo vectorial con algunas aplicaciones



Para resolver este ejercicio considere la Figura 2.2, 1a cual corresponde al de una
circunferencia centrada en el origen y cuyo radio es r. Sabemos que la ecuacién
de una circunferencia con estas caracteristicas es dada por x*+ y*= r? ahora, si
consideramos un punto P cualquiera sobre la circunferencia con coordenadas
(x,y) y trazamos el radio desde el centro a este punto, como se muestra en la Figu-
ra 2.2, podemos observar que se forma un angulo 6 con respecto al eje x. De esta
situacion, se deduce que cualquier punto P situado sobre la circunferencia esta
orientado, por decirlo de alguna manera, en la direccién de un angulo 6 respecto
al eje x.

De esta manera, si formamos un tridngulo rectdngulo con r como hipotenusa,
se puede parametrizar la ecuacién de la circunferencia en términos de 6, puesto
que el radio es fijo. Asi, se tiene:
X
cos(0) =7 - x=rcos(8) - x (6) =rcos (0) 2.1
sen(f) = % —y=r\sen (0) -y (@) =rsen () (2.2)

De esta forma, hemos encontrado una parametrizacion para la ecuacién de la
circunferencia en términos del paradmetro 6.

Si se quisiese eliminar la parametrizacion, entonces utilizamos la ecuacion de la
circunferencia en términos de x e y y reemplazamos las ecuaciones paramétri-
cas. Asi:
x? + y* = (rcos(0))* + (rsin(0))*
= r’cos? (0) + r?sin*(0)
= r? (cos?* (0) + sin? (9))
=r? (2.3)

2.1.1 PENDIENTE DE UNA RECTA
TANGENTE A UNA CURVA PARAMETRIZADA

Definicion 2.2. (Pendiente de una recta tangente). Sean x = f(t) y y = g(t) las
funciones diferenciables que definen a la curva C. La pendiente de una recta tan-
gente a C en un punto x, de la curva esta dada por %, evaluada en el punto x de C.
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Para calcular esta derivada se calcula Ax y Ay como, Ax = f(t + At) - f(t) y Ay =
g(t+ At) - g(t). Asi:
A

Ay A_y
7 _ A4t
Ax  Ax (2.4)
At
De modo que:
im4Y
Y _mtodt _9'®
at-0Ax . Ax T f'(t)
AIL!TO At
Asi,
dy ,
dy _dc _9@®
dx  dx (o) (2.6)
dt

Del mismo modo obtenemos la segunda derivada de y con respecto a x de la cur-
va parametrizada C. Ast:

dy d (dy
eo) @) @ (@) 2.7)
dx2 ~ dx dx
dt
2.1.2 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR
" dn 1(}1,)
(}’) — dx" (28)
dxm
dt
Por ejemplo, la derivada de tercer orden de y con respecto a x se notarfa:
d [d?
¢ dil e (29)
dx3 ~  dx
dt

Ejemplo 2.3. Obtener la derivada de tercer orden para la curva parametrizada
X=4t+6,y=t*+t-2

Solucidn: para solucionar este problema, vamos a encontrar la primera derivada
de esta curva, de esta manera se tiene:

2t+1
4

dy _g'(t) _
e f'©)

(2.10)

Ahora bien, siguiendo la definicion para derivadas de orden superior obtenemos
la segunda derivada de esta curva parametrizada. Asi:

d(dy\ dpt+1y 1
d’(y) _dt (dx) E(—z} ) 2.1 (2.11)
dx? ~  dx 4 T4 8
dt
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Por ultimo, para obtener la tercera derivada de esta curva parametrizada volve-
mos a aplicar la definicién para derivadas de orden superior. Asi, se tiene:

i(ﬂ) i(dz_y)
d*(y) _ d@e\dx?) _de\dx?) _0 _ 0 (2.12)
dx3 ~—  dx 4 4

dt

2.1.3 EJERCICIOS

1. Usando el programa GeoGebra. Trace la grafica de las siguientes curvas
definidas de forma paramétrica por:

a. x=-t,y=2t-1para-3<t<4

b. x=2t,y=t?para-2<t<4

c. x=3sent,y=3costpara0<t<2m
d. x=2sent,y=5costpara0<t<2m
e. x=t, =tantmpara0 <t<2m

2. Encuentre la ecuacién perimétrica para la ecuacioén de las siguientes cur-
vas rectangulares.

d. x*+y*=16

3. Obtener la pendiente de la recta tangente Z—z de las curvas definidas de for-
ma perimétrica por:

a. x=3t>-t,y=5t+2parat=2

b. x=t} y=2tparat=-5
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c. x=3sent, y=3cos tparat=m/4

d. x=t y=tan(tm) parat=1
. d?y . d3y ..
4. Determine la segunda (ﬁ) y tercera derivada (ﬁ) de las curvas definidas
de forma perimétrica por:

a. x=3t-4,y=t:-7+2
b. x=4th y=t>+ 4¢3

c. x=cost,y=cos"

2.2 LONGITUD DE UNA CURVA EN EL PLANO

Definicion 2.3. (Longitud de una curva). Si C es una curva parametrizada de
manera que x = f(t), y =g(t) para a < t < b, entonces podemos aproximar la longi-
tud de una porcién de la curva comprendida en el intervalo [a,b]. Si considera-
mos la curva como una serie de n puntos separados a cierta distancia entre ellos
entonces si ubicamos el n-ésimo punto sobre la curva (Q ) y otros dos puntos
cualesquiera sobre ella los cuales denominaremos Q, y Q, , como se muestra en
laFigura 2.3, de modo que Q, , sea el punto anterior a Q,_en esa serie de n puntos,
entonces si trazamos un segmento desde Q, , hasta Q, que corresponda a la dis-
tancia entre estos dos puntos podemos aproximar la longitud de una porcién de
la curva (no necesariamente la distancia comprendida solamente entre Q, , y Q,
si realizamos una sumatoria de todos los segmentos trazados entre dos puntos
de la serie de n puntos en dicha porcién de la curva. Asi:

S% ) d Q100 (2.13)
k=1
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Figura 2.3 Longitud de una curva en el plano

9Q, Q)

Fuente: Elaboracién propia

Ahora bien, sabemos que Q, , y Q, son dos puntos bidimensionales sobre la cur-
va parametrizada C lo que significa que son pares coordenados dados para un
respectivo valor del parametro t, de esta forma Q, puede escribirse como Q, =

(f(t).gt)) vy Q, , puede escribirse como Q, , = (f(t,, ),g(t,, ). Si aplicamos la
férmula de distancia entre dos puntos vista anteriormente se tiene:

d(Qr-1,Qr) = \/(f(tk) - f(tk_l))z + (gt — g(tk_l))z (2.14)

De esta forma se tiene:

S~ Z \/(f(tk) — (i) + (9(t) — 9(ti-n))’ (2.15)
k=1

Ahora bien, teniendo en cuenta que una curva parametrizada por x = f(t) y y =
g(t) paraa < t< bse considera alisada o suave si f'(t) y g'(t) son continuas en [a,b]
y no son simultdneamente nulas en dicho intervalo, entonces si tomamos una
variacion del parametro t para los puntos Q, , y Q, se tiene:

At =t -t (2.16)

Ahora, si consideramos el intervalo como una gran serie de puntos, de manera
que los puntos Q, , y Q, queden lo mas cerca posible entre ellos, con la intencion
de reducir el margen de error al momento de calcular la distancia entre ellos,
significa que el valor del parametro que da origen al punto Q, , y el valor del
parametro que da origen al punto Q, estdn muy cercanos en términos de valor. Si
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atendemos a este razonamiento entonces se deduce que, si reducimos significa-
tivamente la variacion del parametro para los puntos Q, | y Q,, de modo que se
haga casi cero, obtendriamos una considerable reduccién del margen de error al
momento de calcular la longitud de la curva en un intervalo determinado. Mate-
maticamente esto serfa:

Atk:f 0
At,=t -t =0=>t =t (2.17)

Ahora, tomaremos un valor del pardmetro que origine un punto sobre la curva
exactamente en la mitad de los puntos Q, ,y Q, . A este valor de tlo llamaremos
t..yoriginara un punto Q,, sobre la curvay enlamitad de Q, , y Q, . Aplicando el
teorema del valor medio se tiene:

) = flte)

f(tk) P——— f'(tes) - (e — tee1) = f(t) — (1)
g'(te) = g(tlzz : fk(ff_l) = g'(tks) - (b — teer) = g(tr) — g(tye—1)(2-18)

Sabiendo que t, - t,_ = At,, podemos reemplazar las expresiones f (t,)- (ft,_) y g(t, ) -
g(t, ,) enla expresion de sumatoria de la parte superior. Asi, se tiene:

s ~ ; J (F(t) = F ) + (98 = 9(te-)) (2.19)

95

<N (00 - - ) + (9 - - )’
k=1

[95)

~ Z VI ) - At)? + (g () - Ate)?
k=1

95}

<N () @i + (g6 - @2
k=1

9]

=Y @t (@) + (0@)’)
k=1

S = Z\/(f’(tk,ﬂ))2 + (g’(tk*))z - Aty
k=1

Ahora, para lograr un valor exacto y no aproximado de la longitud de la curva
en el intervalo, debemos hacer tender a 0, como mencionamos anteriormente,
el valor de la variacion del parametro t en (2.19), de manera que reduzcamos la
longitud de la distancia entre los puntos hasta el extremo de que podamos cubrir
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totalmente la porcidn de la curva a la cual queremos determinar la longitud, de
esta manera se tiene:

(2.20)

Atp—

S= limoz \/(f'(tk*))z + (g’(tk*))z - At
=1

Asi, tenemos una forma de la integral de Riemann, de manera que esta tltima
expresion se puede escribir como:

s=[ o) +(g@) @ 2.21)

Ejemplo 2.4. Encuentre la longitud de la curva dada por x =4ty y=t?para 0 <
t<2

Solucioén: para solucionar este problema debemos hallar las primeras derivadas
de las ecuaciones paramétricas respecto a t. Asi:

dx
x =4t:E=f'(t)=4

dy (2.22)
y =t? =>E=g’(t)=2t

Ahora que se han obtenido las primeras derivadas aplicamos la férmula para
determinar la longitud de arco que se demostré anteriormente, de esta manera
se tiene:

2
S =f 42 4 (2t)% - dt (2.23)
0

Ya sabemos que la longitud S de la curva para 0 < t <2 se obtendra calculando
esta integral, entonces:

2
f ¥ 1 (207 - dt
° 2
=f 16 + 4t2 - dt
0
2
=] VA4 +t2) - de
0
2
=f 44t2- dt (2.24)

0
2
=2f VA +t2-dt
0
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Llegados a este punto y revisando la integral que nos ha quedado, nos damos
cuenta que no nos sirve una técnica de sustitucion, ni tampoco podemos aplicar
el método de integracion por partes; sin embargo, vemos que el integrando po-
demos sustituirlo de forma trigonométrica, pues tenemos la raiz de la suma de
los cuadrados de los catetos de un triangulo rectangulo, como se observa en la
Figura 2.4, es decir la expresion que representa la hipotenusa de dicho triangulo.
Al ser la suma de los cuadrados de los catetos podemos sustituir utilizando las
funciones trigonométricas tangente y secante.

Figura 2.4 Triangulo rectangulo con hipotenusa v(4+t?)

Fuente: Elaboracién propia

Como se menciono anteriormente, si imaginamos un triangulo rectangulo como
el de la Figura 2.4, podemos sustituir los catetos del tridngulo por las raices de
los términos dentro de la raiz del integrando y por ende la hipotenusa es la ex-
presion completa en el integrando. Ahora bien, aplicando las razones tangente y
secante se tiene:

t
tan(@) = 3 =t = 2tan(0)

Vit
sec (0) ZT: 4 + t2 = 2sec (0)

(2.25)

Ahora bien, como estamos pasando todo a términos de 6 debemos encontrar una
expresion del diferencial de t en términos de un diferencial de 6 para ello utili-
zaremos la expresion que obtuvimos al aplicar la razén tangente y derivaremos
t con respecto a 6, de esta manera se tiene:

dt
t = 2tan(f) = ke 2sec?(0) = dt = 2sec?(0)do (2.26)
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También, debemos tener en cuenta que como estamos cambiando el parametro,
es decir, estamos pasando de ta 6, el intervalo de integraciéon también debe cam-
biar; para encontrar el cambio en los limites de integracion volveremos a utilizar
la expresion obtenida al aplicar la razén tangente y veremos que valores adquie-
re 6 cuando t=0y t= 2. Asi, se tiene:

0
t =2tan(f) >t =0= 0= 2tan(f) = 5= tan(0)

0 =tan(@) >0 =arctan(0) =0 =0
2 (2.27)
t =2tan(@) >t =2= 2= 2tan(9) = 5= tan(0)

T
1 =tan(f) = 0 = arctan(l) = 0 = 7

De esta forma se concluye que si se realiza un cambio de ta 6, entoncessi 0 < t <
; T
2 setiene 0 <0 < T

Por ultimo, reemplazamos todo en la integral. Asi:
2
zf VA +t2-dt (2.28)
0

Se realiza sustitucion trigonométrica:

s

2 —_
7
Zf 4+1t2.dt = ZJ- 2sec (0) - 2sec?(6)do
0 0

2 T
ZI VA +t2-dt = 8f4sec (0) - sec?(6)ds
0 0

(2.29)

Llegados a esta integral vamos a aplicar el método de integracién por partes
para la integral indefinida, para ello sea:

u =sec(f)> Z—z = sec (A)tan(0) = du = sec (0)tan(0)do (2.30)
dv =sec?(8)do = [dv = [sec?(8)d6 = v = tan(6)

Luego:

[sec3(6)dO = sec(8)tan(®) - [tan(d) - sec(f)tan (8)dO

[sec3(0)d6 = sec(@)tan() - [tan?(0) - secHAO

[sec3(@)dO = sec(@)tan(®) - [sec?(8) - 1) - sec(6)dh (2.31)
[sec3(6)dO = sec(8)tan(®) - [sec3(8) - sec(d)) - dO

[sec?(6)d6 = sec(@)tan(8) - [sec3(0)dO + ["sec" (§)dA
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[sec3(6)d0 + [sec3(0)dO = sec(®)tan(d) + [sec(9)dd
2[sec3(0)d = sec(8)tan(d) + [sec(6)dd

Ahora bien, para resolver la integral de sec(6) que nos ha quedado en el miembro

derecho vamos a multiplicar y dividir el integrando por la expresion sec(8) + tan(6),

de esta forma nos queda:

2[ sec?(0)dO = sec (8)tan(0) + [ sec (6) - zzz EZ; IEEEZ; :

sec 2(0) + sec (8)tan(H) (2.32)
sec () + tan(0) d

2 sec3(0)dO = sec (A)tan(F) + [

Ahora podemos aplicar la técnica de sustitucion, para ello sea:

u = sec (0) + tan(8) = Z—Z = sec (8)tan(@) + sec?(0)

du = (sec(0)tan(0) + sec?(6))d6 (2.33)
Reemplazando se tiene:
1
2[sec3(0)dO = sec(f)tan(@) + [= - du
u

2 sec?(8)d6 = sec (6)tan(8) + In(w)
2 sec?(8)dé = sec (8)tan(d) + ln(sec @) + tan(@))
[ sec?©)do = sec (A)tan(8) + lnz(sec @) + tan(@)) (2.34)
_sec (6)tan(6) + ln(sec @) + tan(9))
2
8f sec3(0)ds =4- (sec (0)tan(8) + ln(sec ) + tan(B)))

8 sec3(@)de =8

Por ultimo, volviendo a definir la integral para el intervalo de variacién del pa-
rametro se tiene:

T

8 J‘Z sec3(0)do = [4- (sec (0)tan(6) + In(sec (6) + tan(@)))]i
0

3

s

8f4sec3 (6)d6 = 9.1823 (2.35)
0

Parallegar a este resultado se aplico el teorema fundamental del calculo, es decir
se realiz6 la diferencia del resultado de la integral evaluado en el limite superior
menos el resultado de la integral evaluado en el limite inferior y esa es la longi-
tud de la curva que se pide en el problema.
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2.2.1 EJERCICIOS

1. Determine la longitud de arco de la curva x = sent, y = cost en el intervalo:

a. [E E]
6’3

b. [0, ]
2. Determine lalongitud de arco de la curva x = 3t?, y = 2t> en el intervalo [1,9].

3. Determine la longitud de arco de la curva x = t3, y = t? en el intervalo [0,9].

2.3 SISTEMA DE COORDENADAS POLARES

El sistema de coordenadas polares es un sistema de coordenadas bidimensional
en el que cada punto en el plano, P(r;,60), es determinado por una distancia r, de-
nominada coordenada radial, y un angulo 6, denominado coordenada angular,
en relacion con un punto fijo de referencia denominado polo, el cual es analogo
al origen en el sistema cartesiano. El eje de referencia desde el cual se mide la
coordenada angular se denomina eje polar, ver Figura 2.5.

Figura 2.5 Coordenadas polares

Ar,0)

Eje polar

Fuente: Elaboracién propia

Convenciones:

1. Los angulos positivos (8 > 0) se miden en sentido contrario al de las manecillas

del reloj partiendo del eje polar, en tanto que los dngulos negativos (6 < 0) se
miden en el mismo sentido a las manecillas.
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2. Paraubicar un punto (-, ), -r < 0, se miden |r| unidades a lo largo del rango
0 + .

3. Las coordenadas del polo son (0,68); 8 es cualquier angulo.

Ejemplo 2.5. Localizar los siguientes puntos en el plano polar, cuyas coordena-
das polares son:

a (4 g) b(2-3) « (_3,%”)

Solucion: en coordenadas polares la representacion de un punto en el plano po-
lar no es Unica, (-, 8) y (-1,  + 21tn) coinciden para n € Z o son equivalente mien-
tras que en coordenadas rectangulares si es tnica.

Vea en la Figura 2.6 la representacion de los puntos dados en los literales a, b y c.

Figura 2.6 Puntos en el plano polar del Ejemplo 2.5.

2 M

Fuente: Elaboracién propia
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2.3.2 CONVERSION DE COORDENADAS
POLARES A RECTANGULARES

Las coordenadas polares (r, 6) pueden ser convertidas a coordenadas rectangu-
lares (x,y), usando la relacién de Pitagoras y las relaciones trigonométricas sobre
un tridngulo rectangulo, ver Figura 2.7.

Considere:
2+ =1 r=Vxt+y?

senf = - y =rsenf (2.36)
r

X
cosO = — = x=rcosf
r

tanf = % = 6 =tan' y/x

Figura 2.7 Conversion de coordenadas polares a rectangulares

1
¥

-

Fuente: Elaboracién propia

Convierta (2%) de coordenadas polares a rectangulares.
T
y = 2sen g s>y=1
T

X=2COS€$X=\/3

P(3,1) (2.37)
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(_1;1)

r= JECDF T =2

1 T

— -1(__ = —45- = ——
0=tan (=)= 0=-450=-2
—TT

(27)

Usando el cambio de coordenadas, una ecuacién cartesiana puede expresarse a
menudo como una ecuaciéon polar r = f(6).

Ejemplo 2.6.

1. Determinar una ecuacion polar que tenga la misma grafica que: x*+ y? = 4y.
Solucion:

x2+y2=4y

(rcos6)? + (rsenf)? = 4(rsenf)

1’ (cos?6 + r* (sen’0) = 4rsenf

r2 = 4rsenf (2.38)
612 - 4rsenf = 0= r(r- 4senfd) =0

r=0o0 r=4send)

2. Obtener una ecuacién polar que tenga la misma grafica que: x*=8(2 - y).
Solucion:

r’cos?0 = 8(2 - rsen? 0)

r?(1- sen? 0) = 16 - 8rsen6

r? = (rsen6)?- 8rsenf + 16 (2.39)
r = (rsenf-4)?

Ejemplo: 2.7. Determine la ecuacién en coordenadas cartesianas de la curva en
coordenadas polares r?=9cos26

Solucién: como se tiene que:
cos2a = cos’a - sen’a

7] a 0 Y

cos@ =—ysenf ==

r y r

r’ = x*+ y? (2.40)
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Reemplazando obtenemos:

x? 4+ y* = 9(cos? 0 - sen?6)

n X2 y?
Xty :9(7”_2_1'_2
X2 y?
2 2 — —
Xty 9(x2+y2 x2+y2)
&+y?)=9(x*-y?) (2.41)

2.3.3 EJERCICIOS

1. Convierta de coordenadas polares a coordenadas rectangulares los si-
guientes puntos:

. (29)
b (-2.9)
c. (0,4)

2. Convierta de coordenadas rectangulares a coordenadas polares los si-
guientes puntos:

a. (-2,2)
b. (3,4)
c. (0,-4)

3. Determinar una ecuacion polar que tenga la misma grafica que la curva en
coordenadas rectangulares:

a. 4x2 +9y*=36
b. y=3x-1

c. y=x*-2
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4. Determinar una curva en coordenadas rectangulares que tenga la misma
grafica que la curva en coordenadas polares:

a. r=4
b. r=4cos0

c. r’=2senfb-1

2.4 AREA EN COORDENADAS POLARES

© © 0 0 0 0000000000000 000000 000000000000 0000000000000 0000000000000 O

Figura 2.8 Area en coordenadas polares

Fuente: Zill (2012) Elaboracién propia

7 - 1 = 7
El area de un sector circular es dada por A = > Or2. Se tiene que el area de la curva
en coordenadas polares entre 6 = a y 0 = 3 viene dada por la suma de las areas de
los k-ésimos sectores circulares, ver Figura 2.8.

n
4 zzgwk.rz (2.42)
k=1
Aek—>0
n
A = 1li Lo, v
_Aelknlo 2 e
k=1
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2.4.2 LONGITUD DE ARCO PARA GRAFICAS POLARES

En este apartado abordaremos el concepto de longitud de arco de una curva en
coordenadas polares, recordemos que la curva en coordenadas cartesianas vie-
ne dada por:

x=fOyy=9@® (2.43)

Y la longitud de arco viene dada por:
b
s= [P+ @t a (2.44)
a

Supongamos que f’(0) tiene derivada continua y a <6 <f3, dada una curva parame-
trizada y r = f(0) se tienen las siguientes relaciones:

x=rcosB ; y =rsend
x = f(0)cos 0 | y = f(0)sen6 (2.45)

Derivando xy y con respecto a 6 obtenemos:

d— = (f(8)cos 8)’ I —— = (f(8)send)’
d— = f'(8)cos 6 — f(@)sen@ @ _ = f'(0)sen b + f(B)cos 6 (2.46)

Sumando — y y elevando al cuadrado:

Gy Gy

=(f"0)cos0 - f(0)senB)? + (f'(6)senb + f(6) cosH)*

(2.47) =(f"(0))*cos?8 - 2f'(0)f(B)cosOsenb+(f(0))? sen? 6
+ (f'(6))?* sen? 6 + 2f"(0)f(0)cosOsenf+(f(0))? cos*O

=N @) +(9)°

Asi, obtenemos la longitud de arco en coordenadas polares:

- [ ’ /(j_g) 2o (248)

Ejemplo 2.8. Determine la longitud de la curva relacionada a continuacion:
r=2-2cos0
0<0<m)
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Solucién: en efecto, usando la féormula de la longitud de arco en coordenadas
polares tenemos:

2
T ld
S=f — (2 —2cosB) | +(2—2cosh)?.db
0 dg

Vs
= f J(2sen6)? + (2 — 2cos 0)2.d6
0

(2.49) n
= f 4sen20 + 4 — 8cos 0 + 4cos? 0.do
f J4(sen20 + 1 — 2cos @ + cos2 0).df = Zf V2 —2cos?6.dg
= 2] V2(1—=cosf).db = 2\/_j V1 —cos6.do
i s
0 0
=22 ZSen— do = 2\2\2 ’senzz.de
0 0
Integrar: Seay = b1 40 =2du
2~ do 2
S = 8f senu.du
0
S = 8(—cosu)]g (2.50)

S = [—8(:05 E]o = [(—SCOSE) — (—8cos0)] =8

2.4.3 EJERCICIOS

1. Calcule el &rea encerrada porlacurvar=4,con0<f0<m
. , 2 T 3
2. Determine el drea encerrada por la curva r*= 9cos6, con " <6< "
. s s VA
3. Determine el area encerrada por la curva r = 2cos36, con . <6< 3

4. Determine el drea encerrada porlacurvar=2-2senf,con0<6<
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5. Determine la longitud de las curvas relacionadas a continuacidn:

a. r=3-3senb
0<6<2m

b. r=2cos6
0<6<

2.5. FUNCIONES VECTORIALES Y
CURVAS EN EL ESPACIO. DERIVADAS E
INTEGRALES DE FUNCIONES VECTORIALES

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

2.5.1. FUNCIONES VECTORIALES

Definiciéon 2.4. (Curva parametrizada). Sabemos que una curva C en el plano
xy se puede parametrizar por medio de x = f(t) y = g(t), con a < t < b, es comun
representarla como sigue:

r(©) = fF©i + g0 (2.51)

Se dice que una funcién vectorial en R® puede ser parametrizada como:

r(t) = f(t); + g(t)f + h(t)lA( (2.52)

Para cierto numero dado t, el vector r(t,) es el vector de posicion de un punto P
de la curva C.

Ejemplo 2.9. Trazar la grafica correspondiente a las siguientes funciones
vectoriales.

1. r(t) = 2costi + 2sentj + tk;t >= 0

A A N

2. r(t) = 2cos ti + 2sentj + 3k
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Solucidn:
1. La grafica de la funcion vectorial (t) = 2cos ti + 2sentj + tk , para t = = 0,
se presenta en la Figura 2.9.

A Iy n

Figura 2.9 Grafica de la curva r(t) = 2cos ti + 2sentj + tk

Fuente: Zill (2012). Elaboracién propia

A A A

2. La grafica de la funcion vectorial r(t) = 2costi + 2sentj + 3k, Se presenta en
la Figura 2.10.

Figura 2.10 Grafica de la curva () = 2costi + 2sentj + 3k

A A

Fuente: Elaboracién propia
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2.5.2. CALCULO DE FUNCIONES VECTORIALES

Abordaremos los conceptos fundamentales del calculo de funciones vectoriales,
consideremos que los siguientes limites si existen: %1_1){11 f(, %l_{g gy gl_le h(t)y
que r(t) = (f (t) ,g (1), h(t)) entonces para establecer el limite de una funcién vec-
torial lo evaluamos como sigue:

lim r(t) = (limf(t), limg (¢), limh(t)) (2.53)
t-a t-a t-a t-a
Teorema 2.1. Si il_{g n(t) =Ly y_r,ng () = L2 entonces se cumple que:
a. gi_f)zlcﬁ(t) = cL, donde c es un escalar.
b. ltim [ri(®) + ()] =Ly + Ly
-a
C. ltl_7)7£’ll [r1(©).12(O)] = Ly. L,
Definicién 2.5. (Funcion continua). Se dice que una funcién vectorial r es conti-
nua en un nimero si:
a. r(a) esta definida.
lim i
b. (2% r(t) existe.
lim r(0)=
c. tim r(t)=r(a)
De forma equivalente, r(t) es continua en un niimero a si y solo si las componen-
tes f, gy h son continuas en a.

2.5.3. DERIVADAS DE FUNCIONES VECTORIALES

Definiciéon 2.6. (Derivada). La derivada de una funcion vectorial r se define
como:

r'(t) = Al:_r%% [r(t + At) — r(t)] (2.54)
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Teorema 2.2. Si r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k donde f, gy h son diferenciales, en-
tonces:

r'ey=Em, g'®, o) (2.55)

2.5.4. CURVAS ALISADAS

Definicion 2.7. (Funcidn alisada). Se dice que r es una funcién alisada y la curva
descrita por r es una curva alisada. Si r tiene las primeras derivadas continuas y
r'(t) # 0, para todo t en un intervalo I.

Ejemplo 2.10. Obtener ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva
C, cuyas ecuaciones paramétricas son:

x=tLby=t-tz=-Tt,ent=3,t=7

Solucioén: la recta tangente a la curva determinada por r(t) = (t, t>- t, - 7t), en el
punto P, es larecta paralela a r'(t)) que pasa por P es P+ tr'(t,).

Luego, ent = 3,t="7 tenemos:
r(3) = (3,6,-21)
r(7) = (49,42,-49)
r') = (2t,2t1,-7) (2.56)
r'(3) = (6,5,-7)
r'(7) = (14,13,-7) )

Para t = 3, la recta tangente a la curva pasa por P = (3,6,-21) y es paralela a r'(3)
=(6,5,-7) es:

L:{x=3+6ty=6+5tz=-21-7t (2.57)

Para t=7,larecta tangente ala curva pasa por P =(49,42,-49) y es paralelaa r'(7)
=(14,13,-7) es:

L:{x=49+14t; y=42+13t;z=-49-7t} (2.58)
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Definicién 2.8. (Derivadas de orden superior). Las derivadas de orden superior
se obtienen derivando sus componentes esto es:

0= (FO, g'0, h'0)
0= (f'©, g"® h'®)

r@® = ©, g"®, h"®) (2.59)

Teorema 2.3. (Regla de la cadena). Si r es una funcién vectorial diferenciable y
s=u(t) es una funcioén escalar diferenciable entonces la derivada de r(s) con res-
pecto ates:

dr drds

E — &a = r'(s)u'(t) (2.60)

Ejemplo 2.11. Aplicar la regla de la cadena para encontrar r'(t) si:

AN N A

r(s) = cos 2si + sen2sj + e3’kys = t*
Solucién: podemos escribir r(t) de la siguiente forma:
r(t) = (cos (2t*), sen (2t4),e** (2.61)

Asi: dr

e ' ($)u'(t) = (—2sen(2u),2co s(2u), 3e3%)4t3
. (2.62)

= (—8t3sen(2t4),8t3co s2t*,12t3e3t )

Teorema 2.4. Sean r, r, funciones vectoriales diferenciables y u(t) una funcion
escalar diferenciable, entonces:

e SO +R®O]l =10 +7'®

. % [u®r, ()] = u®)ry' () + u'(®)r, (1)
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© SO 701 = nOr () + 1/ (O

¢ O xnO] =@ x7'(0) + 7' x 72 (0)

2.5.5. INTEGRALES DE FUNCIONES VECTORIALES

Definicion 2.9. (Integral de una funcion). Si f, g y h son funciones integrables,
entonces las integrales indefinidas y definidas de una funcidn vectorial r(t) = f(t)
i+ g(t)ﬁ + h(t)k se definen respectivamente como:

[r@®) dt =[f@) dti+ [ g(t) dtj + [ h(t) dtk
b b A b A b A (263)
f r(6).dt = f £ (0).dti +f g (©). dtj +f h (6. dtk
a a a a
La integral definida de r(t) es otro vector R(t) + C tal que R'(t) = r(t).
Ejemplo 2.12. Obtener la integral indefinida para:
r(t) = 6t + 4e?j + Bcos4tg
Solucidn:
[r().dt = 6 t?.dti + 4/ e7?t.dtj + 8/ cos 4t. dtk

6, . —4 , 8
[rt).dt = (§t + Cr, - e7* + G,y sendt + C3)

[r(t).dt = (2t3 + C;, —2e7%t + C,, 2sen4t + C3)

(2.64)

2.5.6. EJERCICIOS

1. Trazar la grafica correspondiente a las siguientes funciones vectoriales
usando GeoGebra.

A A A

a. r(t) =cos(2t)i+sen(2t)j+tk; t=>0
b. r(t) = 4costi + 4sentj + 4k

¢ r(t) =ti+2tj +t’k
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2. Calcular los siguientes limites de las siguientes funciones vectoriales, si
existen:

o lim | (62 = 2)i + Bt + Dj + efk]

t-2 |
. 'sent/.\ (1—cost)/.\ it
bltl_r)g —i+— j+@+0)rk

- B A A 1A
(20§ 1 (5672 + 2)j + eTk]

C. lim
t—oo _(2t2+3)

3. Determine las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva C,
cuyas ecuaciones paramétricas son:

x=ty=4t*+3, z=t+ L;ent=-2;t=3

4. Aplicar laregla de la cadena para encontrar r'(t) si:

A A A

a. r(s) = cossi + sensj + s3kys = e**
b. r(s) = cos?(s)i + sen?(s)j + In(s)k y s = 2t>
5. Si r,(t) = costi+ sentj + t?k; ry (t) = ti + t?j + t°k; u(t) = e*. Deter-
mine las siguientes derivadas:
d
a. 7 [r1 () + 12 ()]
b. = [u(O)ry (©)]
. —[u(®n
d
C. 5[7”1(15)-7"2@)]

d
d (D) x (0]
6. Calcule la integral indefinida de las siguientes funciones vectoriales:

a r(t) = 4t3i + 5e%j + cos (Hk

b. r(t) = e?!i + te?tj + t2e?'k
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2.6. LONGITUD DE ARCO Y CURVATURA.
MOVIMIENTO EN EL ESPACIO,
VELOCIDAD Y ACELERACION

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

2.6.1 LONGITUD DE UNA CURVA EN EL ESPACIO

Definicion 2.10. (Longitud de una curva alisada). Sir(t) = f(6)i + g(t)j + h()k
es una funcién alisada, la longitud de la curva alisada esta dada por:

b 2 2 2 b
§= f J(f’(t)) +(g'®) +(K®) dt = f r'(6)] dt (2.65)

Ejemplo 2.13. Encuentre la longitud de la curva.

A A A

r(t) = 2costi+ 2sentj +tk; 0 <t <3

Solucion:

r(t) = 2costi + 2sentj + tk

f'(H) =- 2sent

g’ (t) = 2cost (2.66)
h'(t) =1

Luego, la longitud de la curva viene dada por:

3
S = f J(—2sent)? + (2cost)? + 12 dt
0

S = j3\/4(sen2t +cos?t) +1dt (2.67)
S= j 3\/§ dt
0
S = [V5t]3 = [V5(3)] = 0 = 6,71u
Ejemplo 2.14. Suponga que una particula se mueve a lo largo de una hélice cir-
cular en R? de tal modo que su vector posicion en el tiempo t es r(t)=(4cosm)j+

(4semrt)f +tk encuentre la distancia recorrida y el desplazamiento de la particu-
la durante el intervalo1<t<5
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Solucién: tenemos que la curva es:
r(t) = (4COST[t); +(4semrt)f +tk
f' (t) = -4mtsen(mt)
g' (t) = 4mcos(mt) (2.68)
h'(t)=1

Luego, la longitud de la curva viene dada por:

5
S = f J (—4msen(mt))? + (4mcos(mt))? + 1dt (2.69)
1

5 5
= J J16m2sen?(mt) + 16m2cos?(nt) + 1dt = J J16m?(1) + 1dt
1 1

=50,43
2.6.2. MOVIMIENTO SOBRE UNA CURVA

Definicion 2.11. (Velocidad y aceleracién). Supongamos que una particula des-
cribe una trayectoria Cy su posicién esta indicada por:

r(®) = f(03 + g (0] + h(Dg (2.70)

Donde t es el tiempo. Si f, g y h tienen segunda derivada, entonces la velocidad
esta dada por:

v():r'(t) = f'(O)i+ g (®)j+h (kK (2.71)
Y la aceleracién por:

a(®):r"(0) = f'®)i+ g"(®)j + h"(Hk (2.72)
Ver Figura 2.11.

Larapidez de la particula es una funcién escalar: v = |v(t)| o s'(t) = |v(t)| dado que:

t
S = ft lv(t)] dt (2.73)

(o]
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Figura 2.11 Movimiento sobre una curva

v(t)

a(t)

Fuente: Elaboracién propia

Si una particula se mueve con rapidez constante C entonces su vector aceleracion
es perpendicular al vector velocidad.

vi=|vf=c?=>vv=cc (2.74)

Si derivamos ambos lados de la ecuacién obtenemos:

dv dv dv
— — - — = 2.75
v + i 0=2v = 0=v(t).a(t) =0 (2.75)

Ejemplo 2.15. Trace los vectores velocidad y aceleracion para t= % sila particula
se mueve a través de r(t) = 2cos ti + 2sentj + 3k.

Solucidn:lasderivadasdelascomponentesdelacurvar(t)=2cos t% + 25ent§ + 3]::
f'(t) = —2sent = f"(t) = —2cost
g'(t) = 2Zcost = g"(t) = —2sent (2.76)
h(t)=0=h"(t)=0

Luego los vectores velocidad y aceleracion de la curva r(t), ilustrados en la Figura
2.12, estan dados por:

r(%) = ZCOS%; + ZSen%; + 31:{ = (\/E\/ES)
v (%) = (—V2,2,0) (2.77)

a (%) = (—\/E, —\/E, 0)
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Figura 2.12 Grafica de los vectores del Ejemplo 2.15

Fuente: Elaboracién propia

2.6.3. MOVIMIENTO CURVILINEO EN EL PLANO

Figura 2.13 Movimiento curvilineo en el plano

Fuente: Elaboracién propia

Consideramos la aceleracion de la gravedad expresada con forma vectorial como
a(t) = —gj- El proyectil se lanza con una velocidad inicial: v, = Vysen8j + Vycosi,
desde una altura s, = S,j + 0i, ver Figura 2.13.

Integrando a(t) con respecto a t, tenemos:
Vi) =Ja(®).dt=—-[g.d,=—gtj+C,="Vcp

(2.78)
V() =C,V()=(—gt+ (Vysenb)j + VycosBi

Ahora, integrando V(t) respecto a t, tenemos:
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rt) =/[(- gt+ Vysend). dt] +J Vocosﬁ dtl

(2.79)
r(t) = (——gt2 + Voseth)] + V,ycos 9t1 +C,
Dado que r(0) = S,j, obtenemos:
1 . A
r(t) = (—Egt2 + VysenOt + Sy)j + Vycos Oti
x(t) =V, cos Ot
1 (2.80)
y(t) = —Egt2 + Vysenft + S,

Si derivamos t, y la igualamos a 0.

y'(t) = 0= t, = (punto critico donde la funcién se hace maxima) tiempo en alcan-
zar su altura maxima.

y (£) = 0 = t,— (alcance maximo) tiempo en que se tarda en llegar al final.
Ejemplo 2.16. Un proyectil es lanzado desde el nivel del suelo con una velocidad
inicial de 768% y con un angulo de elevacion de 30°. Determine: la funcion vec-
torial y las ecuaciones paramétricas de la trayectoria del proyectil.

Solucion: como el proyectil es lanzado desde el nivel del suelo con una velocidad

R pies ; y
inicial de 768° y con un angulo de elevacion de 30" o,tenemos que el vector ve-
locidad inicial es:

Vo = (768 g)cos 30°; + (768%)sen30°]? = 384\/?3 + 384; (2.81)
Luego, los vectores aceleracion, velocidad y posicion serian, respectivamente:

a(t)=—g = —32;%

V() = [a(t).dt = —32t; +C = (-32t+ 384); +384V3i

r(t) = [V(t).dt = (—16t% + 384t); + 384\/§t; (2.82)

Siendo x(t) = 16t + 384t y y(t) = 3843t
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2.6.4. COMPONENTES DE LA ACELERACION CURVATURA.
VECTOR TANGENTE UNITARIO Y VECTOR NORMAL UNITARIO

Definiciéon 2.12. (Vector tangente unitario). Sea C una curva dada por
r(t) = f(t)l + g(t)] + h(t)k donde f, g y h tienen segundas derivadas, si |r'(t)| #
0 en el punto P de C. Se define el vector tangente unitario en P:

_r®
RG]

Sabemos que V(t) = r'(t) y la rapidez es % =r = |V(t)| = |r'(t)]| entonces:

(2.83)

Vo) =r-T (2.84)
Es igual a la rapidez por el vector tangente unitario.

Si derivamos la velocidad tenemos:

V'(t) = a(t) = VOIT+Olv T 2.85
N TIPS (2.85)
Ahora si derivamos T.T = C
d(T.T) 7 dT aT =0 5 86
ac o ar Tae T (2.86)
Ty% son ortogonales.
2T. ar =0=>T. ar 0 2.87
—— :} —_—= .
dt dt ( )
Sl|—| + 0, el vector:
ar aT aT
_dt _ |y % (288
N=ar = dt‘ dt
dt

- . L ar
Es el vector normal unitario de la curva C en P con direcciéon dado por .
[
Si definimos k = ‘& como la norma de la derivada del vector tangente/rapidez.

dt

Entonces:

ds _ dT|

dT
ds _|ar _|éT 2.89
el P il ‘dt (2:89)

Capitulo 2- Funciones vectoriales y curvas en el espacio



Ahora:

@ N (2.90)
dt - . .

Asi, la aceleracion se convierte en:
dv
a(t) = kV2N + ET (291)

La funcion escalar k se denomina curvatura de la curva Cen P. Asi, a(t) =a N + a,

T, vemos que el vector aceleracién a es la resultante de dos vectores ortogonales
- dar _

a,Nya,T Las funciones escalares a, N y a, = KV? se llaman componentes tan-

: L d
gencial y normal de la aceleracién.

La curvatura es la magnitud de la razén de cambio del vector tangente unitario
con respecto a la longitud de arco.

4T dt| _|dT
~ldt ' ds ds

(2.92)

2.6.5. VECTOR BINORMAL UNITARIO

Definicion 2.13. (Vector binormal). Se define B =T x N, y recibe el nombre de
vector binormal B, donde Ty N son mutuamente ortogonales y son ortogonales
a B, ver Figura 2.14.

Figura 2.14 Vector binormal unitario

=

Fuente: Elaboracién propia

El plano determinado por Ty N se denomina plano oscilador.

El plano determinado por N y B se llama plano normal, mientras que el plano
determinado por Ty B se llama plano rectificador.
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Ejemplo 2.17. La posicion de una particula movil esta dada por:

r(t) = 2cos ti + 2sentj + 3tk (2.93)

Encuentre los vectores tangentes, normal y binormal T, N y B respectivamente
de la curva dada, y determine su curvatura.

Solucién: tenemos que:

r'(t) = —2senti + 2costj + 3k (2.94)
Luego:
[7'(®)] = /(—2cos t)2 + (2sent)? + 32 = Jasen?t + 4cos?t +9 (2.95)
= J4(sen?t + cos2t) +9 =13
Luego el vector tangente T es:
_ —2senti + 2costj + 3k
V13
_ —2senti N 2costj N 3k
V13 Vi3 V13
dT _— N A n
—=—costi——j + 0k
dt ~ V13 Vi3’
|dT| ( -2 )2 -2 2 (2.96)
—| = [[—=cost] + (—sent)
dt V13 V13
4 4
= [— 2 - 2
\/13“)5 t+ 35en t
— 4 ( 2t— + 2 t) — 4
= |13 (sen cos?t) = |3
De lo anterior, tenemos que el vector normal N:
—=cos t; - Lsent?
_ V13 vz )
N =
4
V13
- . 2 .
\/T_3COS t1 \/T_3S€Tlt] (297)
N = —
4 4
Vi3 V13
N = —cos ti — sentj
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Por tanto, el vector binormal B sera:

i j k
B=TxN = |—2sent 2cost 3
V13 V13 V13
—cost —sent 0
3 A3 A 2sen’t 2cos®t * (2.98)
= ——senti ———=costj + + '
V13 V13 i+ V13 V13 )
5 t/: 5 tl'\ + 2 lA(
= ——senti — —=cos —
V13 V13 J V13

4

. 32
De igual forma, tenemos que la curvatura k es k= % ==

13

2.6.6. RADIO DE CURVATURA

Definicion 2.14. (Radio de curvatura). El reciproco de la curvatura k de una cur-
var(t),p = %, se llama el radio de la curvatura de la curva r(t).

El radio de la curvatura en punto P de una curva es el radio de la circunferencia
que se ajusta de mejor forma a la curva, ver Figura 2.15.

Figura 2.15 Radio de curvatura

Fuente: Elaboracién propia

Conociendo el radio de la curvatura, es posible determinar la rapidez V a la cual
un auto puede tomar una curva inclinada sin que derrape.

Ejemplo 2.18. Si r(t) = ti + %tzi +§t3i( es el vector posicion de una particula

movil, determinar las componentes tangencial y normal de la aceleraciéon para
s
t =~y encuentre la curvatura.
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Solucién: para establecer el vector velocidad y el vector aceleracion estable-
T

cemos la derivada del vector posicion y lo evaluamos en t =7 . Asi, tenemos:
Y
Vit)=i+tj+t’k y a(t) =j+ 2tk evaluando t = > en el vector velocidad y ace-
leracién respectivamente tenemos: v (g) =i+Zj+%k y a (g) = j + mk . Final-
mente se debe construir el vector binormal en ¢ = £, decir la curvatura corres-
. , . 2 o
ponde a la magnitud de la razén de cambio del vector tangente unitario T con

respecto a la longitud de arco, queda para el lector poder establecerlo.

V(t)
i

Recuerde que el vector tangente T unitario se define como T =
dar

turarx = — |
ds

y la curva-

2.6.7. EJERCICIOS

1. Encuentre la longitud de la curva r(¢) = 2cos ti + 2sentj + tkt >0 para0 < t<3

2. Suponga que una particula se mueve a lo largo de una hélice circular en R?
de tal modo que su vector posicion en el tiempo t es:

A

r(t) = (4cosm)i + (4sennt)j + tk

Encuentre la distancia recorrida y el desplazamiento de la particula duran-
teelintervalo1 <t<5

s
3. Tracelos vectores velocidad y aceleracién parat = 7, sila particula se mue-
ve a través r(t) = 2cos ti + 2sentj + 3k

4. Laposicion de una particula movil esta dada por:

A A A

r(t) = 2costi + 2sentj + 3tk

Encuentre T, N y B, determine la curvatura.
. S 1,90 1,30 . ) .
5. Sir(t) =ti+ 3 t?j + 3 t3K es el vector posicién de una particula mévil, de-
terminar las componentes tangencial y normal de la aceleracion parat = %

T
yt==.
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CAPITULO 3

LIMITE, CONTINUIDAD
Y DIFERENCIABILIDAD
DE FUNCIONES EN
VARIAS VARIABLES



En este apartado compartimos los fundamentos que nos permitiran analizar los
conceptos de limites y continuidad, definir la derivada de una funcién en varias

variables y sus aplicaciones.

3.1. FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES

© © 0 0 0 0 0 0000000000000 00000000 0000000000000 0000000000000 00000O00 o

fiRZ= R f:R3= Rxy) = z=fxy) | (xy,2) = w=f(xy)

Figura 3.1 Funcidn en varias variables

Fuente: Elaboracién propia

Definicion 3.1. (Funcién en dos variables). Una funcién en dos variables es una
regla de correspondencia que asigna a cada pareja de numeros reales (x,y) de
un subconjunto del plano uno y solo un nimero z en el conjunto de los nimeros

reales, ver Figura 3.1.

Es importante identificar que la grafica de una funciéon z = f (x,y) corresponde a
una superficie en el espacio tridimensional, vea un ejemplo en la Figura 3.2.
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Figura 3.2 Grafica de una superficie - esfera

Fuente: Elaboracién propia

Ejemplo: 3.1. A continuacién, enunciamos algunas funciones en dos variables
muy conocidas:

f(x,y) = xy = area de un cuadrado.

f(x,y) = 2x + 2y = perimetro de un cuadrado.
f(r,h) = tr? h = volumen de un cilindro.

f(r,h) = g r>h = volumen de un cono.

Una ecuacion de un plano ax + by + cz = d para c # 0, describe una funcién z

—ax by  d _-a _»b 4. — R2
. C+C:>f(x,y)—cx Cy+C,Domf—]R

z=f(xy) =+t 9—x2—y2:x2+y2+zz =9 Dom(f) =

{(ey)/x? +y? <9}

3.1.1. LIMITE DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES

Definicion 3.2. (Limite de una funcién de dos variables). Sean f(x,y) una funcion
de valor real de dos variables reales (x,y) definida en el dominio D. f: R?— R.

Si el valor de la funcién f(x,y) se aproxima a un valor L cuando (x,y) se acerca al
punto (a,b) entonces se nota:

f(x,y) =L, esto es (x,y) — (a,b)
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Dado € > 0 cualquiera existe en un d > 0 tal que |f (x,y) - L| < € siempre que: |(x,y)
-(ab)| <0

|(x,y) - (a,b)| = \/((X -a)*+ (y - b)?), si la distancia de (x,y) a (a,b) tiende a cero de-
cimos que el punto (x, y) se acerca hasta (a,b).

El valor f(x,y) se aproxima a L, significa que la diferencia de los valores |f(x,y)-L|
pueden disminuir tanto como uno quiera.

[f(xy) -L| = 0 (3.1)
€ mide la pequefiez de la diferencia de los valores f(x,y) y L.
6: mide el acercamiento del punto (x,y) a (a,b).
Propiedades:
1. si:

(xy)e(ab)f (xy) = y (xy)e( b7 9(xy) =

Entonces:
i. lim f,y)tgx,y)=LtM
(x y)—(ab)

ii. lim flx,v).gx,y) =L M
(x,y)~(a,b)

o f(x,y)

iii.  lim —

y)~@b)  g(x,y)

2. Si existe el limite de f(x,y) cuando (x,y) — (a,b), entonces el limite es tnico.

Ejemplo 3.2.Sea f:R? > R (x,y) - f(x,y) =

x%y

(x,yl)l—I»r(lO,O)x2 + y? =0 32

:si (x,y) # (0,0)

x2+ X24y2

Solucién: dado € > 0, veamos que existe 6 > 0

x%y
—x2+y2_0 <e¢
0<(x—-y)?
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0 < x* = 2lxy| + y? (3.3)

2|xy| < x% +y?

lx yl
2+ 2

1
<=
2

lxllxyl 1

=|x2+y|_§| x| (3.4)

x%y
x?% 4+ y?

Cuando (x,y) » (0,0)=>L=0
Ejemplo 3.3. Sea: f: R?— R.

(x,y) = f(x,y) = xsin (%) (3.5)
Cony#0yg:R*-> R

(53) > g(xy) = Zsinxy) (3.6)
Conx#0

Verifique:

fC,y)=0

A (, y)a(o 0)

b. . ) (00) 9tey) =

Solucién: como | sm( ) <1
Dado € > 0 debe existir un 6 > 0 tal que:
|f(x,y) - 0] < g, cuando |(x,y) - (0,0)] <&
|x sin (X) - 0| < g, cuando \/W <d
xsin(2) | =[xl sin (2) ] < 1xI(1) > 0
Cuando (x,y) = (0,0); x*=0,y?=0
xX*+y* =0

X2+ y? = x?
Vi 4y > Vx (3.8)
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Vx? + y? = x|

X2+ y? > y?

Vxi+y2 2 V(y?)

Vx?+ y: =yl 3.9

Ahora:

x
|xsin;| S|x| Sx?2+y?<e=4§

| sin xy < |sin xy|
B Iyl —
Isin(xy)] < |xy] (3.10)
lg(xy) -0l <e
o] <
S Sinxy| <e
sinxy| |sin(xy)|
|x]
| el (3.11)
|x| ||

Como ¢ tiende a 0 cuando (x,y) = (0,0), se tiene:

|sm|§cxy)| < |y| - 0 cuando (x y) (0,0)
2 o

Ejemplo 3.4. Demostrar que:

i si f(x,y) = L entonces hm |f(x )| =|L|
(xy)—>(a b) (xy

1(x,y) — mm=ﬂw@uw—w

T, y) (a b)

. 1 1
i, lim  — ==
xy)-Q1)xty 2

iv. (x’yl)l_r>r(1a,b) x.y=a.b
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Solucion:
i. Sea:

f:R?->R
xy) - f(xy) (3.13)

[fxy)l - IL| < [f(xy) - L[ =0
cuando (x,y) = (a,b) (3.14)

L.
Ixy) - @] = |E-cy-d)| =/(x — ) + (y — d)2 > /(@ — )% + (b — d)?
cuando (x,y) = (a,b)
iil. Sea:

f: R?> R

xy) - flxy) = (3.15)

x+y

Con (x,¥) # (0,0)

Dado un € >0 tal que, existe un § > 0 tal que:
1 1
|x oy -3 <& cuando |(x,y)—(1,1)|<é

1 1 1
= —  Cuand , 1,1
|x+y x+y_)2 uando  (x,y) = (1,1)

iv. Es facil ver que xy — ab cuando (x,y) = (a,b)

Ejemplo 3.5. Mostrar que si f: R?— R
xy
(xy) = f(xy) = Fzgy2 ., con (xy) # (0,0) (3.16)
Entonces:

lim —2 =0
w00 [FZ 157 (3.17)
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Solucioén: dado € > 0 existe § > 0 tal que:

Xy
[x2 1 2 ~ 0] < cuando (x,y) — (0,0)], luego
xy eyl vl YRy Ay

T Ayl iy ey

Vx?+ y? < g, haciendo § = ¢
Puesto que, parax= 0y y = 0 entonces:

xX*+y*>2x*+0

Vx2+y? 2x? = [x]
Analogamente:

xX*+y*>2x*+0

Vx2+y? 2y? = Jy|
Ejemplo 3.6. Sea:

fiR?->R

sin xsiny

N

Con (x,y) # (0,0). Muestre que:

xy) — fxy) =

sinxsiny
im =
(xy)=(0,0) /x2 4 yz

Solucion: dado € > 0 existe § > 0 tal que:

sinxsiny

T 0| < ¢ Cuando |(x,y) - (0,0)] < 6

Tenemos que |sinx| < |x| y |siny]| < |y], luego:

sinxsiny ~|[sinx||siny]| |x||y|
N s R
Ixllyl _ yx* +y2yx? +y?

<d<e

Capitulo 3- Limite, continuidad y diferenciabilidad de funciones

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)




Ejemplo 3.7. Sea:
f:R*>-> R

(xy) = flxy) = =%

Con (x,) # (0,0)

Muestre que:

. xy*
lim ——————=
(xy)=00,0)x° +xy +y

Solucion: dado >0 existe 6>0 tal que:

2
xy
m—O <& cuando x?+y?<$§
xy? __ lxdiyllyl  _ Ixliyllyl
x*+xy+y*  |x?+xy+y? T |x2+y? + |xyl
Ixliyllyl 2 +y2llyl 2+ y2lyl

[x2 4+ y2| + |xy| = [x2 + y2||x2 + y2|  2|x% +y2|

2 2 2 2 o)
" +y7lyl _vx*+y* 8

<
2% +y2| © 2 2°°¢

Haciendo § = 2e tenemos lo deseado.
Ejemplo 3.8. Sea:

fR*->R

2 _ 4,2
(x.y)—>f(x.y)=xy£%}z)

Con (x,y) # (0,0). Muestre que:

xy(x? —y?)

. — 0
x.y}l—%,m x? + y?

Solucion: dado € > 0 existe § > 0 tal que:

<& cuando +x®?+y?<$§

xy(x* —y?)
x?% + y?

Fundamentos del calculo vectorial con algunas aplicaciones

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)



xy(? —y?)| _ Ixllyllx? = y2] _ Vx? +y2Jx% +y2 (e —y%)
x? +y? x?+y2 T JZ+y?

ST~ y)

\/ﬁ

§2<¢ (3.29)

<x?-y?<x?+y?<ce

Haciendo & = Vs

Ejemplo 3.9. Sea:

fiR?2->R
xy) - flxy) = JW (3.30)
Con (x,y) # (0,0). Muestre que:
. xX—=Yy
l —
(x,y)l—r>r(10,o) x|+ [y] 0 (3.31)

Solucion: dado € > 0 existe § > 0 tal que:
i‘<e cuando Jx?2+y?<§
x| + [yl
x—y |__lx—yl <IXI+|}'|'\/IXI+IyI
Vixl+ Iyl ixl+1yl ™ Il +y Jixl+ 1yl
_ lxl+ 1yl
= VR bI< VIxl+ Iyl +Ixl + 1yl < V6 +6
<V28 <e<28<&?
2
€

5=~ (3.32)

Ejemplo 3.10. Sea:
fiR?2->R

y-sinx 333
X+ D] (3-33)

xy) — fxy) =

Con (x,¥) # (0,0). Muestre que:
lim y-sinx
®3)2(0,0) lx| + |yl

(3.34)
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Solucion: dado € > 0 existe § > 0 tal que:

< ecuando x? +y? < é§

y-sinx
[x]+]y]

Luego,
y - sinx _Iyllsirlx< |y[lx] |xy|

Il + 1yl xl+ 1y~ Ixl+ 1yl lxl + 1yl

ol ool w6 (3.35)
2fxy Yoy 2l 2 2

Puesto que, se tiene:

Vx-Vy)?=0

(Vx)?-2(VxVy) + (Vy)? = 0

x| - 2vxy + |y| = 0 (3.36)
x| + |yl = 2Vxy

[x] + |y] < Vx4 y2+ \/><2+y2 <268

Ast:
1 - 1
lx| + [yl = 26
[x[ly| < &

VJxy

X 6
1/xy<8:>2,/xy<25:>7<§<s

§=2¢ (3.37)

3.1.2. CASOS EN QUE NO EXISTE EL LIMITE

El punto (x,y) puede acercarse al punto fijo (a,b) por muchos caminos.
Si f(x,y) tiende al limite cuando (x,y) = (a,b), el valor de f(x,y) debe aproximarse
a un Unico a lo largo de toda clase de caminos del acercamiento del punto movil
(x,y) hacia el punto fijo (a,b), asi que el valor f(x,y) se aproxima a los valores dis-
tintos a medida que (x,y) se acerca a (a,b) por dos maneras distintas esto com-
prueba la no tendencia del limite.
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Ejemplo 3.11. Veamos que el siguiente limite no existe:
Xy

(x,yl)l—r>r(10,0) x? + y? (3.38)

Solucién: considerando el camino en el plano sobre la recta y = x, ver Figura 3.3,
tenemos:

XX xz2 1
flx,x) = i 23 (3.39)
Considerando el camino x = 0, y = 0, tenemos:
f(x,0) _ X0 0, (3.40)

x2+0 x?

Figura 3.3 Representacion de los caminos del Ejemplo 3.11

(.9}

0.0) (=0 =

Fuente: Elaboracion propia

Ejemplo 3.12. Sea:

i fR?>R
(63) = f(,Y) = = con (6,Y) # (0,0)
ii. fR?>R

xy) - flxy) = J— con (x,y) # (0,0)
iii. f: R2> R

fay) ==

,con (x,y) # (0,0)
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iv. £ R?>>R
f@ey) =575 con (x,y) # (0,0)

Mostrar que el limite de f(x,y) no existe cuando (x,y) — (0,0).

Solucion:

fx,y) = (3.41)

X
x| + []
Con (x,¥) # (0,0)

En efecto, consideremos el camino en el plano dado por los puntos (x,0), con x =0

f(x,0) =

x  x
x| +0 x| (3.42)

Si x >0 entonces f(x,0) = g =1
Luego,

. 0) m 0)f (x,0 =1 (3.43)

Ahora tenemos:

0 0
f(O.y)=0+|y|=m=0 (3.44)

Luego,

0 To0) 0.y)=0 (3-45)

Por lo tanto, el limite no existe.
iL.
x+y
JxZ+y?
Tomando el camino del conjunto de puntos del plano dado por (x,0), con (x,0) =( 0,0)
x+0 X

=—=1
ZF0 x (347)

fGoy) = (3.46)

f(x,0) =
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Si x> 0 entonces,

li
ool 0)f (x,0) = (3.48)

Tomando el camino de los puntos en el plano de la recta y = x, con (x,x) = (0,0)
tenemos:

x+x 2x 2x 2 N2 2V2
feD e e w2 iz
Asi,
oim f G x) = V2 (3.50)

Por tanto, limite de f(x,y) no existe cuando (x,y) = (0,0).
il
x% +y?
xy

flx,y) = (3.51)
Consideremos el camino de puntos en el plano que satisfacen la recta y = x, en-
tonces se tiene:
2 2 2
x°+x 2x
=— =2 (3.52)
xx x?

flo,x) =
Asi,

(xx) (0 O)f(x x) =2 (3.53)

Consideremos el camino de puntos en el plano que satisfacen larectay=mx, m# 1
en (3.53), entonces se tiene:

x*+mPx?  x*(1+m?)  (1+m?)
x-(mx)  mx? T 0m

1 +m? (3.54)
m

f(x,mx) =

f(x, mx) =

(x, X)—>(0 0)

Por tanto, limite de f(x,y) no existe cuando (x,y) —(0,0).

iv.
fy) 2+§

Df = R* - {(0,0)}
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Consideremos el camino de puntos en el plano (x,0) = (0,0), entonces:

X2 _ 02 2
’0 =—=—=1
f(x,0) x2+0%2 x2

li = 3.56
oim f(0) =1 (3.56)
Ahora, tomando el camino de puntos en el plano (x,x) — (0,0) tenemos:

2 2
- 0
fOo0) =5 ——=—— =0

x? +x?  2x?
= 3.57
o lmgo 0)f(x x)=0 ( )
Por tanto, limite de f(x,y) no existe cuando (x,y) — (0,0).

Ejemplo 3.13. Mostrar que no existe el limite de f(x,y) = con (x,y) # (0,0).

Cuando (x,y) — (0,0)

3+|I

Solucidn: tomemos el camino en el plano formado por puntos de la forma (x,x)

- (0,0)
X2
_ 3.58
Fo®) = (3568)
Si x> 0, se tiene que:
2 X2
flox) = x3 + x|x| T X3 4 x2
Gex) = x? B x? 1
Jlox x4 xlx] x2(x+1) (x+1)
_ (3.59)
Luego,
e o/ ) =, ding, o) (x+1) (3.60)
Si x <0, se tiene que:
2 xZ
fGox) = X3 Fxlx]  x3—x2
2 x? 1
flx,x) =

x3 + x|x| =x2(x—1) - (x—1)
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flx,x) =
(x—1) (3.61)
Luego,
i = li = — .
(x,xl)l—l>r(10,0)f (x, %) (x,x)l—r»r(lo,o) (x—1) ! (3.62)

Por tanto, limite de f(x,y) no existe cuando (x,y) = (0,0).

xy?
Y

(x y)-»(o 0)x2+4yz

Ejemplo 3.14. Muestre que

Solucidn: en efecto, dado € >0 existe un § > 0 tal que:
<eg cuando +Jx?2+y?<$§

xy?
x% + 4y?

|y

|x|ly?| beyllyl — _ beyllyl (3.63)
|2 + 4y2

T2 @] -4y

[xyllyl
~ =4[yl

y )
e . — _ =
4~ <4 €

Haciendo & = 4¢ se concluye que,

li S - S 0
)00 X2 + 4y? (3.64)

lim x3+y3
Ejemplo 3.15. Calcular y)_,(o 0) x2+y2

Solucién: tenemos el camino en el plano formado por puntos de la forma (x,0) —
(0,0)
x3+03  x3
f(x,0) = 2102 2 % (3.65)

Asi,

L SACAD R (3.66)

Tomando el camino en el plano formado por puntos de la forma (0,y) — (0,0)

3+y3 y3
fQO,y) = 0Ty y7 Y (3.67)
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Asi,

00/ 07) =0 (3.68)

Tomando el camino en el plano formado por puntos de la forma (x,x) — (0,0)

x3+x3  2x3
f(x,x) =m=ﬁ=x (3.69)

Asi,

i To.0)f %) = 0 (3.70)

Veamos que,
x° +
lim —y —0
(x, y)—>(0 0 x2 + y? )

En efecto, dado que € > 0 existe 6 > 0 tal que,
<g cuando +/x2+y2<$§

Domf:= R?- {(0,0)}

x3+y3

——_ 0
x? + y?

B4y 1R +y? 1+ I = xy +y2)
x2+y?| 7 |x? +y? |(x? + y2)|

L @+ D)l —xy 4 y2] 267+ y2(x + Y2+ )

|x2 +y2| lx2 +y2|

S Ay 4 Va2 4y a4y

|x2 + y?|

2\/x2+y (Ix? + y2| + [x2 + y2])

|x? + 2|

2,/x2+y (2]x% + y? I)

|2 + y?|

<4yx?+yr<4s<e

Haciendo 6 = Z
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Ejemplo 3.16. Sea:
fiR?2->R

xt—y
(x,y) = flx,y) = \/ﬁ (3.71)

Con (x,¥) # (0,0). Calcular
I Y
(x,y)lir(lo,o) x*+ 4 (3.72)

Solucion: veamos si existe el limite:

Tomamos el camino en el plano formado por puntos de la forma (x,0) = (0,0)

x%2 -0 x?

f(x, 0) = \/x‘l':{-()‘l' = X_Z =1 (373)
Luego,
ool To.or x0)=1 (3.74)

Tomando el camino en el plano formado por puntos de la forma y = x? tenemos:

x? — x? 0 3 0 3
Vat + xB \/x4(1+x4) x2V1 + x*

flx,x?) =

m Foox?) = 0 (3.75)

(x,x2)-(0,0)

Por lo tanto, el limite yl)_@ 0 \/Wy“' no existe, puesto que 0 # 1

Ejemplo 3.17. Evaluar el limite:

: 2
(xyl)l—r>r(10 0) x4+2y2' Domf: R~ {(0,0)}

Solucion: tomemos el camino en el plano formado por puntos de la forma (x,0) —
(0,0)

0 _xz—'o_g_o . f(x,0)=0
f(x, )_x4+2(0)2_x4_ 'ASII(XO)—(OO)
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Si tomamos el camino en el plano formado por puntos de la forma y =x?

2 2 X4 1

X°-x
2 = = -
fGox%) x*+2x2 3x* 3
1 (3.76)
. 2y — =
(x,yl)'moﬁ)f(x' *") 3 2y )
Por tanto, no existe el limite (, yl)iLQO 0) x*+2y2, puesto 0 # 3
Ejemplo 3.18. Evaluar el limite:
. xy
eI Mo.0) x| + y2 (3.77)

Solucion: tomemos el camino en el plano formado por puntos de la forma (x,0)

- (0,0)
x-0 0
f(x,0)=m=m=0
(x,ogi—n?o,o)f (x,0) =0 (3.78)

Tomando el camino en el plano formado por puntos de la forma (0,y) = (0,0)

__ 0y _0_
0.5 = 0l +y2  y2
(O‘ygi%'o)f ©0,y)=0 (3.79)

Tomando el camino en el plano formado por puntos de la forma (x,x) — (0,0)

2

XX X x
fO.) = |x| + x? =x(1+x) T 1+ax (3.80)
Six>0
i 0 —0—0 3.81
(o,ygl—nao,o)f( ,Y) =1° (3.81)

Veamos que:
Xy
(x,yl)l%.o) |x| + y?

En efecto dado € > 0 existe$ > 0 tal que.

<eg cuando +/x?2+y?<§

xy
lx| + y?2
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Luego,
_ xyl Iyl VXY
Il +y2  lxl+ ylyl = /x2 + 21 + |y])

FIE s (3:82)
< < <e¢
1+ /x2+yz 146

s
lx| + y?

&
Conéd = E
Ejemplo 3.19. Evaluar el limite:

ity &+ Vtan " (5); Domf = R? — (0,5}

Solucién: tomando el camino en el plano formado por puntos de la forma (x,0) —
(0,0) tenemos:

f(x,0) =xtan (0) =x-0. A, (x,yl)iﬁ(‘o,o)f(x‘ 0)=0
Tomando (x,x) = (0,0) tenemos:
_ 1Y) g, ) . _
Veamos que:

(el 00 Vtan (%) =0 (3.83)

En efecto, dado € > 0 existe § > 0 tal que:

|(x +Yitan (¥)| <e cuando +/x?+y?<$6

4
X

<Zxl+ D <3 2 (VR Hy7) SR F Y <o <

Haciendo 8 = =

6+ 9ean™ )] = et ol fan™ ()] < 91

Ejemplo 3.20. Evaluar el limite:

1.1
i N N
(s )X+ YIS0 () (3.84)
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Solucidn: veamos que el limite es cero:
En efecto, dado € > 0 existe § > 0 tal que:
1 1
|(x + y)sin (;) cos <;> | <& cuando+Jx2 +y? <6
#)sin(5) os 5) 1 = e+ yisncos
|(x + y)sin <) cos 5 | = |x ylsmxcosy
— et 1 _(1+1>+_(1 1)
= |x +y| 2(smx 5 sin{ y)
X+ -
)+ sin (5]
xy xy

—zlx vl

S|+ |yl <26 <¢

=%(x+y) [sin(

Haciendo 6 = -

3.1.3. CONTINUIDAD Y DERIVACION PARCIAL

(3.85)

Sea f(x,y) una funcién definida en D como la presentada en la Figura 3.4. Se dice

que f es continua en (a,b)€D si:

i, /(6 y) = f(a,b)

Figura 3.4.Grafica de una funcién definida en un conjunto D.

Fuente: Elaboracién propia
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Se dice que fno es continua en (a,b) si:
i. f(a,b) no esta definida.

il. llm(x,y)_) @b f(x,y) no existe.

iii. lim f(x,y) # f(a,b).

(xy) = (a,b)

Ejemplo: 3.21. Sea f:R? — R la funcién definida como:
1, si (%) =1(00)

_ 2
flxy) = x2x+yy2‘ G () % (00) (3.87)

(Serd continua en (0,0)?

Solucion:
Veamos que:
Xy
(x,yl)lg(lo,O)x2 +y2 (3.88)

En efecto si V € > 0, se tiene que:

x%y x%y x?
— < l = Iyl
x2 +y2 & uego x2 +y2 T x2 +y2 y
2 2. 2 2
< b SRV
%% + y2| |x? + y2| (3.89)

<Jx?2+y?<éd<e

Por tanto, fno es continua en (0,0), puesto que f(0,0) = 1#0

3.1.4. ESPACIO DE BANACH

Es un espacio vectorial, en donde se define una norma y este es compacto con
respecto a la norma.

Ejemplo 3.22. (R,||) es un espacio de Banach con la norma del valor absoluto.
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3.1.5. ESPACIO DE HILBERT

Es un espacio de Banach con respecto a una norma que proviene de un producto
interior.

Ejemplo 3.23. (R?]-]) es un espacio de Hilbert si ¥ € R?, j € R?
X = (x1,%3), ¥ = (y1,¥2). Definimos el producto interno y la norma en R?, como

XY =x1)1 +X2Y2 (3.90)

Ejemplo 3.24. Sea f:R? — R la funcién definida por:

0 v si (6y)=0
) = xy .
TN\ T st @ %00 (391)
fno es continua en (0,0), ya que no existe el limite de f(x,y) cuando (x,y) — (0,0), se
observa que f es continua en cualquier punto del plano distinto del origen.

Puesto que:
(x,x) = x-x x? 1
flxx T x24x2 0 2x2 0 2
fGox) ==
; X, X) =—
(x,xl)‘f(lo,o) > (3.92)
0-x 0
fO0=mre=e="
lim f(0,x)=0 (3.93)
(0,x)—(0,0)

Por lo tanto, el limite no existe y fno es continua en (0,0).
Ejemplo 3.25. Investigar la continuidad de f(x,y) en el origen (0,0)
__ X
FGY) = Ly s Gy) # (0,0), £(0,0) =0

Solucion: sea f: R?— R la funcién definida por:
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0 o si. (xy)=(00)
flx,y) = Wy|y| ,si (x,y) # (0,0) (3.94)

Verifiquemos si f(x,y) es continua en (0,0)

£(0,0)=0

xy

()= (00) = Xl +]yb debemos mostrar que para todo € > 0,

i. Existencia del lim

xy
existe 8 > 0 tal que V(x? + y?) < 8, implica x+1y) < € En efecto,

< —+/ X

FEa NN G

X [xy| lxy| x2+y2 1
y | lxy vyl » 1

1 2 2 2 2 2
Ll lyl Iyl _2yx+y? x4y

=272 x = 1 =T 5 <°¢

(3.95)
Definiendo 6 = 2¢ se tiene la existencia del 6

Luego:

lim = Xy =0
@y)-00 x|+ |y (3.96)

Asi fes continua en (0,0).

Ejemplo 3.26. Investigar la continuidad de f(x,y) en el origen (0,0).
2 2

fxy) = si (x,y) # (0,0); f(0,0) = 1

lx + [yl

Solucién: sea f: R?— R la funcion definida por:
si. (x,y)=1(00)

si. (xy)#(0,0) (3.97)

1,
floy) = {xz -y
x| + yl’
Verifiquemos si f(x,y) es continua en (0,0).

i £(0,0)=0

Capitulo 3- Limite, continuidad y diferenciabilidad de funciones



127

ii. Existencia del lim = 2" debemos mostrar que para todo € > 0,
(xy) = (0,0) x|+l

x2—y2

xZ yZ
existe 8 > 0 tal que Vx2+ y? < §, implica 77,1

< ¢. En efecto. ] =

[x2=y2| _ 1G4 G=)| _ le=yllx+yl _ (xl+lyDxl+lyl _
= = < x|+ |yl < 2Jx2+y2 <&
lx|+1y1 |x[+]yl lx|+]vl - (xl+1yD = |x| |}/| y

Definiendo 8 = 2¢ se tiene la existencia del 6

xy
Luego: (, M0 o = i =

fil. ) Mo )f(x y) # £(0,0) , por lo tanto f no es continua en (0,0)

Ejemplo 3.27. Verificar si la funcién definida a continuacién es continua en (0,0).
2

Fxy) =&

Yy
212 2’ si (xy) # (0,0); f(0,0) =1

Solucion: como f: R?— R viene definida como:
0, sii (xy)=1(00)

_ _ 2
FEDZEL w00

Verifiquemos si f(x,y) es continua en (0,0).

i. f(0,0)=0
ii. Existenciadellim .= %
M2 2

f£(x,0) = % -5 =1 (3.99)

o) BV =1 (3.100)
iii. Tomando (x,x) = (0,0)

R i SR (3.101)
iv. Asi,

alog 0 =0 (3.102)
v. Por tanto, lim f(x,y) no existe y fno es continua en (0,0)

(xy) = (0,0)
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3.1.6. DIFERENCIABILIDAD EN R

Sea f: R — R. fes diferenciable en cualquier punto, sea h € Domf
f(x+h-fx)=f'(x)h+r (3.103)
f'(x) = transformacion lineal, r = residuo tiende a cero.
Ejemplo 3.28. Si f(x) = x, entonces:
f(x+h=x+h

fx+h-fx)=x+h-x=1-h+0 (3.104)

3.1.7. DERIVADA PARCIAL

Definicion 3.3. (Derivada parcial). Sea f: R?= R; definimos la derivada parcial
conrespectoaxenx=a,yy=Db, como:

of _ o flat+hb)—f(ab)_ 3.105
o5 (@D) = lim h S

Se nota por fx, también definimos la derivada parcial con respectoayenx=a,y
y =b, como:

of . flab+h)—f(ab)
3y (a,b) = 111133 A (3.106)
Se nota por fy.

Ejemplo 3.29. Sea f: R? - R definida como:

(1, si xy#0
fen=t, 377 (3.107)
Calcular:
of
a. 5(0,0)
of
b. 5(0.0)
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Solucion:
9z (00 = Jim h
~ 0+h+0—-(0+0)
h=0 h (3.108)
h
=lim-=]iml =1
h—>0h h—0
b. of ~ f(0,0+h) —£(0,0)
gy (00 = im n
) 0+0+h—-(0+0)
= }11m
-0 h
(3.109)
= %h }llml =1

(Sera continua f(x,y) en (0,0)?
1. f(0,00=0

2. Busquemos dos caminos:
Consideremos el camino de puntos en el plano (t,0), con (t,0) = (0,0)

f(t,0)=t+ 0 =t, luego (, o)l—{r(lo o)f (.0

Consideremos el cammo de g)untos en el plano (t,t), con (t,t) = (0,0)
f(t,t) = 1, luego (; o)q(o 0) flet

Por tanto, (x,yl)‘i?o,o)f (%), no existe. Y f(x,y) no es continua.

Ejemplo 3.30. Sea f: R? - R definida como:

2 2 .
flx,y) = {H X¥AYS s #0 (3.110)
0’ si Xy = 0

Calcular:

of
d. a (0,0)
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of
b. a (0,0)

¢. Analiza la continuidad de fen (0,0)

Solucion:
of . f(0O+h,0)—£(0,0)
a. 9 —
ox 00 = lim h
. f(h,0) = F(0,0)
= llm—
h—0 h
i 00
=
0 (3.111)
= fmy =0
b.
of 00) =i (0,0 + h) — £(0,0)
gy Y T i h
_ f(0,h) —F(0,0)
= llm—
h—-0 h
0-0
= lim— (3.112)
= 5 =

c. ¢Sera continua f(x,y) en (0,0)?
1. f(0,0)=0

2. Tomemos dos caminos:
Consideremos el camino de puntos en el plano (¢,0), con (¢,0) — (0,0)

f(t,0) =0,
lim t,t) =0
. (o,o)f (t, 1) (3.113)

Consideremos el camino de puntos en el plano (t,t), con (¢,t) = (0,0)

ft) =1+t + t2 = 1+/2t2= 1+V/2t
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lim f(t,t)=1 (3.114)

(€,)-(0,0)

Por tanto. ¢, i, o,/ % ¥) no existe.

3.1.8. PROPAGACION DE ERRORES POR DERIVADA TOTAL

Definicién 3.4. (Diferencial total). Si una cantidad Q es una funcion de varias va-
riables Q(x,y,z), de R3 (R?) sobre R, el diferencial total de Q(x,y,z) esta dado por:
aQ aQ aQ

dQ=£dx+Edy+£dz (3.115)

Ejemplo 3.31. Sea Q(x,y,z) = Xyz. Determine el diferencial total de Q(x,y,z).

9Q

., Q _ . 8Q _ __ 0Q _ . .
Solucidn: tenemos que - =Yz ay X% 5, =XV Luego el diferencial total de

Q(x,y,z) viene dado por:

9Q 2Q aQ
dQ = adx +@dy+adZ

dQ = yzdx + xzdy + xydz (3.116)

Ahora,

dQ  yzdx + xzdy + xydz

Q Q
dQ  yzdx + xzdy + xydz
Q xyz

dQ dx dy dz (3.117)

+
Q x 'y z

Ejemplo 3.31. Sea Q(x,y) = x"y™, con n,m eN. Determine el diferencial total de

Q(x.y)-

=L, 6_Q — n—-1,,m. 6_Q —
Solucion: tenemos que - =nx""'y™; - =

Q(x,y) viene dado por:

aQ aQ
dQ —adxﬁ-ady

mx"y™ ', Luego el diferencial total de

dQ = nx""y™dx + mx"y™ 1dy (3.118)
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Ahora,
dQ nx"ly™dx + mx"y™ tdy
Q Q
dQ nx™ly™dx + mx"y™ tdy
Q- xnym

dQ ndx mdydz (3.119)
Q x y z

3.1.9. DERIVADA DIRECCIONAL

5
En forma mas general, dado un vector unitario u = (cos6,sinf), podemos pensar
en la derivada de la funcion restringida sobre la recta paralela al vector p. Como
sigue:

0
af(xo + tcos 6,y + tsin 8)

_ limf(xo + tcos 8,y + tsin 0) — f(xq, Vo)
t—0 t (3.120)

La cual se llama derivada direccional de fen la direccién u y se denota por:

of
D f(x,y,) EM (3.121)

Observacion. La derivada D f es un caso particular cuando u = (1,0) y que se tie-
ne la derivada parcial D,f (x,, y,) tomando u =(0,1)

Ejemplo 3.32. Sea f: R*— R definida como:

52 2 ;
f(x,y)={1+ ¥+yh sty # 0 (3.122)
x+y, si xy=0

No posee derivada direccional en (0,0).
Solucioén: en efecto:

limf(xo + tcos B,y + tsin 0) — f(xq,y0)
t50 t (3.123)

. 0+tcos 8,0+tsin8)—f(0,0
— lim L€ )-£(0,0)
t—=0 t

. tcos 0,tsin 6)—£(0,0 .
= 1im IO  Jim
t—0 t t—0 t

1+t
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No existe el limite. Por tanto, no posee derivada direccional.

Ejemplo 3.33. Si f: R?— R es definida como:
0, si (x,y) =(0,0)

5 (3.124)
si (x,¥) = (0,0)

f,y)=4 x%y
x* + y2’

Hallar la derivada direccional de f(x,y) en (0,0).

Solucioén: hallar la derivada direccional en (0,0).

I f(0+tcosh,0+ tsinf) — £(0,0)
im
t—0 t

. f(tcos@,tsinB) — £(0,0)

im
t—0 t
f(tcos@,tsinf) t3cos? fsin 6

= lim = lim .
-0 t t-0 t(t*cos* O + t?sin? 0

_ t3cos? Bsin O _ cos? fsin 6
= lim - = lim .
t-0 t3(t?cos* O +sin? 6  t-0 (t?cos* O + sin? 0

_ cos®fsin®  cos® 6 (3.125)

sinZ @ sin @

Para0#0,0#m

t2.0

. , . f(£t,0)-f(0,0) . 7iigz 0 . 0-0 .

Si @ =06 t=m tenemos: limZ ! = lim&~&%— = lim— = lim0 = 0 luego,
. . . . t-“i t . ({ﬁO £ t=0 t  t=0 .

existe la derivada direccional en cualquier direccién. Y la funcién no es continua

en (0,0).

Observacion. la existencia de la derivada direccional no implica la continuidad
de la funcion.

Ejemplo 3.34. Si f:R? —» R es definida como:
0, si (x,y) =(0,0)

flx,y) = ﬁ ’ si (xy) % (0,0) (3.126)
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Solucién: hallar la derivada direccional y ver si fes continua en (0,0).

i f(0+ tcosB,0 + tsinf) — £(0,0)
im
t—0 t

~ tcosB -tsinf — 0
= lim

t—0 t

1l tcosHtsinH_l, Osind = 0 0sing = 0
_t%f—t%tcos sinf = 0-cosfsinf = (3.127)

Veamos si f es continua en (0,0).
i. f(0,0)=0
. (xy)-(0,0) lIxI+lyl , veamos si existe.

iii. Si tomamos el camino del conjunto de puntos de la forma (x,x) — (0,0),
tenemos que para x>0

(x, %) = —— > 3128
FeoX) = o a ~ 2~ 2 (3.128)
Asi,

oMo % %) =3 (3.129)

Si tomamos el camino del conjunto de puntos de la forma (x,0) — (0,0) tenemos
parax>0

0
flx,x) = m =0 (3.130)

Asi,

o0 %0 =0 (3.131)

Por tanto, el limite (X,yl)ii‘(lo,o)f(x' %) no existe, asf f no es continua en (0,0).
Ejemplo 3.35. Si f: R?— R es definida como:

T

5 si (x,y) =(0,0)

(3.132)
‘1% si (x,y) % (0,0)

foy) =
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Hallar D, f(0,0), D,f(0,0). ;Es f(x,y) continua en (0,0)?

Solucidn:
Toof, o fO+h0)=F(0,0)
ax (00 = im h
-1 /0 T
tan”' (+) -5
e (®)-7
h-0 h
tan"'(0) —%
i .
K (3.133)
— T —2 —
=i =0
* 9 0,0+h 0,0
F 00 = i @O+ =00
dy h
. f(0,h) —F(0,0)
= lim
h-0 h
r_m
L2 2
=
(3.134)
= lim—=20
h-0
Veamos si fes continua en (0,0):
_r
1. £(0,0) =7
2. lim(x,y)_,(o,o)f(X'Y) veamos si existe, en efecto tomamos dos caminos (x,y) —
(0,0).

Tomamos el camino de puntos en el plano de la forma (0,y) — (0,0).

f(0,y) =

. Y Vs
@, y)_)(o 0 (x_yl)lf(lo_o)g = 3 tomamos (x,0) — (0,0)

0
f(x, )_ lim =tan ‘== lim 0=0 (3.135)

(x, y) (0 0) ,¥)—(0,0) x  (xy)—(0,0)

Por lo tanto, fno es continua.
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3.1.10. DIFERENCIAL Y DIFERENCIABILIDAD

Definicion 3.5. (Funcion diferenciable). Sea f:R*— R; se define que f es diferen-
ciable en (a,b) € R? si existe L transformacion lineal continua tal que:

f[(a, b) + (hlf hZ)] - f(a' b) = L(ar b)(hl' hZ) + R (3136)
Donde,
(h1,h2)~©0,0) | (hy, hy)| (3.137)

Observacion: si fes diferenciable en (a,b), f es continua en R.
fR—->R

fla+h) —f(a)
h

f'(a) = lim > fla+h) —f(a) = f'(@h+R (3.138)
Definicion 3.6. (Gradiente de una funcion f). Sea f: R? - R; una funcion diferen-
ciable, se define el gradiente de f:

= (525

Si f: R"— R" (es un campo vectorial) decimos que fes diferenciable en (a,,a,,...a, )=a
si existe una transformacion lineal y continua en L.

(3.139)

f(x + h) - f(x) = f'(@h + R con }lli‘%% =0 donde h € R"
Aqui,

X= (X, Xp0X,)

h=(h,h,,...h )
Representacion matricial de L

Se define el Jacobiano ] de m filas y n columnas de una funcién f: R"— R™. Sea x
€ R, f(x) = (f,.f,f )
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Oh Oh . O

0x; 0x, 0xy, (3.140)
J =] 0x, 0x, 0x,
O U "
dx; Ox, 0x,
mXn
(f:R" 5 R™)

Observacion. Si f no es continua en (a,b), entonces fno es diferenciable en (a,b).

Ejemplo 3.36. Sea f:R?— R es definida como:

x% +y?, sii xy#0

floy) = {1’ S xy=0 (3.141)

Demostrar si fes diferenciable en (0,0).

Solucién: supongamos que f'es diferenciable en (0,0) esto si existe L transforma-
cion lineal y continua tal que:

. IR|
f[(0,0) + (h,+ h,)] - f(0,0) = L(h,,h, ) + R con (hl,hlzlg(o,o)m =
of _ (2x, si xy#0
a(x‘”‘{o, sii xy=0
af _ af _
a(0,0) =0 ; E(O,O) =0
f(h,h,) = V£0,0)(h,h,) + R (3.142)
1=04R;R=1

1

lim — = lim —— 0
(h1,h2)—(0,0) |h| (hy,h2)—(0,0) h% + h%
Esto contradice lo supuesto. Por lo tanto, fno es diferenciable.

Ejemplo 3.37. Sea :R*—> R definida como f(x,y) = (1 + x + y?,e"*?), verificar si f
es diferenciable en (0,0)

Solucion: sea h = (h,,h, )
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f1(0,0) + (h,,h,)] - £(0,0)
f(h,,h, ) - £(0,0) = f(h,,h, ) - f(1,1) (3.143)
=(1+ hy + h%,eMm"2) — (1,1)

Luego,

£1(0,0) + (hy, hp)] = £(0,0) = (hy + h3,eM~hE — 1)

1 —2e¥*

1 0
J(x,y) = <2y - )Luego:](o,o) = (O 1)

100 ()= (5 D) = ()=

(3.144)
f1€0,0) + (hy, hy)] = £(0,0) = (hy, hy) + R
(hy + h3,eM" — 1) — (hy, hy) = R
R = (h3,eM " —h, —1)
Veamos que:
R (emE = hy— 1) (3.145)

lim = lim

hHOT_hHO [1,2 2
hl—»oll h;—>0 hi + h;

Ejemplo 3.38. Sea f(x,y) = g(x) + h(y) donde g(x), h(x) son derivables, demostrar
que fes diferenciable.

Soluciodn: sea:
fR*-> R
(xy) = f(xy) = g(x) + h(y)
gR->R (3.146)

x> g(x)
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h:R->R

y = h(y)
Supongamos que g y h son diferenciables en a y b respectivamente, esto es:

Sean h ,h, € R:

_0g9(a) B
gx+h)—glx) = ox hi+Ry con Ry =0 (1) (3.147)
h(y + hy) — h(y) = ai;;b) h, +R, con R, =0 (2) (3.148)

Sumando (1) y (2) tenemos,

g(x+hy) —g(x) +h(y + hy) — h(y) (3.149)
dg(a) dh(b)
= hy + h,+R;+R
Asociando tenemos, ox 1 dy z ! 2

dg oh
gQc+hy) +h(y + hy) — (g(x) + h(¥)) = (£’E> (hy hy) + R (3.150)
(a,b)

Por definicion tenemos con R= R+ R,
flCe,y) + (hy, hp)] = f(x,y) = Vf(a,b)(hy, hp)conR =0 (3.151)
Asi existe la transformacion lineal y continua por lo tanto f es diferente.

Ejemplo 3.39. Sea:

Fr,y) =22 si (x,y) # (0,0) £(0,0) =0

x4+y?’

Mostrar que fno es diferenciable en (0,0).

Solucidn: en efecto. Sea f: R?— R definida como:

- {0, si (x,y) = (0,0) (3.152)

x’y .
ey si (x,y) =(0,0)

Razones por el absurdo, esto es, supongamos que f es diferenciable, esto si existe
una transformacién lineal y continua tal que (h,,h,) € R?)
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flGey) + (he, ho)] = f(x,y) = Vf(x, ) (hy, hy) + R
=f(x+hy,y+h) = f(xy) (3.153)
(g +h)?(y + hy) _ x%y
(x1 +h)?+ (y +hy)? x*+y2
flG,y) + (hy, h)] = f(x,y) = (0,0)(hy, hy) + R =0+ R

0, si (x,y) =(0,0)
of x,y) _ 2yx(x* + y2) — (x2y)(4x3)
ox (x* + y?2)2 o8t @) # (00)
I iy =00 Y
Y _ xZ(x4 + yz) — (xzy)(Zy) .
dy (x* + y2)2 st ) #(00) (3.155)
af(0,0) 0 |
ox
. O (3.156)
oy

3.1.11. DIFERENCIABILIDAD

Habiamos observado que la diferenciabilidad parcial no siempre implica la dife-
renciabilidad. Sin embargo, si implica la diferenciabilidad si suponemos adicio-
nalmente la continuidad de las derivadas parciales.

Teorema 3.1. Si f es derivable parcialmente en una vecindad del punto a = (a,b)
y D,fy D,f son continuas en a = (a,b) entonces f es diferenciable en a = (a,b),
(f:R"2-R).

Prueba: veamos que dado € > 0, existe un § > 0 tal que:

fx,y) = f(a,b) —{A(x —a) + B(y — b)} o
Jix—a)?+ (y—b)?

(3.157)

Para todo,

Vix-a)?+ (y-b?)<$ (3.158)
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En efecto,
f(xy) - f(a,b) = {f(xy) - f(x,b)} + {f( x,b) - f(a,b)} (3.159)

Por hipétesis f es derivable parcialmente en una vecindad de (a,b), entonces f(a,b)
es derivable con respecto a x y como D, f es continua en a = (a,b), apliquemos el
teorema del valor medio (a,b) y obtenemos que existe c € (a,x) tal que:

f(x,y) - f(a,b) = D,f(c,b)(x - @) (3.160)

Andlogamente para que x fijo la funcién f(a,b) es derivable con respecto a a y
como por hipétesis D,f es continua en a = (a,b) aplicando el término del valor
medio existe dc(b,y) tal que:

f(x,y) - f(y;b) = D, f(x,d)(y - d) (3.161)

Reemplazando (2) y (3) en (1).

f(x,}’) _f(a'b) = {f(X,y) —f(x,b)}+{f(x,b) —f(a,b)}

=D, f(c,b)(x — @) + Dof (x,d)(y — b) (3.162)

Luego,

|f(x,y) = f(a,b) — {D,f(a,b)(x — a) + D,f(a,b)(y — b)}|

= [{D1f (¢, b)(x — a) + Do f (x,d)(y — b)} — {D1f(a, b)(x — a) + D,f (a,b)(y — a)}|
= |{D:1f(c,b) — D1f(a,b)}(x — a) + {D,f (x,d) — D,f(a,b))}(y — b)|

< |D1f(c,b) — D1f(a,b)||x — al + |D,f (x,d) — D,f (a, b) ||y — bl

Como D, f y D,fson continuas en (a,b) tenemos que para todo € > 0 existe § >0,
8, > 0 tal que:

|D,f(c,b) — Dif(a,b)| <e para todo |\/(x—a)2+(y—b)2|<61 y
|D,f(x,d) — D,f(a,b)| <& para todo |\/(x—a)2+(y—b)2|<62

Ahora tenemos,

|D1f (¢, b) — D1 f(a,b)||x — al + |D,f (x,d) — D,f (a,b)|ly — bl
<¢lx—al+ely—b|

<e|Jor—a? + - b7 +e[J&— a2 + - )|
= 2: | -2 + & - bY?|

(3.163)
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De donde,

|f(x,b) — f(a,b) — D1f(c,b) — D1f(a,b) + D,f (x,d) — D,f(a,b) < 2¢ (3.164)
J&x—a)?+ (y —b)?

Sead = min{6,,8,}, para todo que Vx - a)? + (y - b)?)<6 haciendo A= D f, B=D,f
obtenemos lo deseado para R™.

Teorema 3.2. Supongamos que una de las derivadas parciales, D, £, an, existe
en cy que las restantes n - 1 derivadas parciales existen en una cierta n - bola
B(c) y son continuas en c. Entonces fes diferenciable en c.

Prueba: por definicion una funcion vectorial f = (f ,f,,--~f ) es diferenciable en ¢
siy solo sicada fi,i=1, ---,n es diferenciable en c. Por consiguiente, basta demos-
trar el teorema cuando f es de valor real.

Supongamos que D, f(c) existe y que las derivadas parciales continuas son D,
f++,D f.

El Gnico candidato para f'(c) es el vector gradiente Vf(c), veamos que f(c + V) -
f(c) = Vf(c) - V+ o(]V]) cuando V — 0, esto probara el teorema. La idea consiste
en expresar la diferencia f(c + V) - f(c) como una suma de n términos, siendo el
k-ésimo término una aproximacion de D, f(c)V,, para este f hacemos V = Ay en
donde |y| = 1, A = |V|, mantenemos A suficientemente pequefio para que ¢ + v
pertenezcan a la bola B(c) en la que las derivadas parciales D.f,---,D f existen.
Expresando y en términos de sus componentes, tenemosy =y, u,+ -+ y u_en
u es el k-enésimo vector coordenada unitario. Ahora escribimos la diferencial f(c
+ V) - f(c) como la suma telescépica:

n
e+ V)= f(©) = fle + ) = f(©) = ) {f(c+ W) = f(c+ AV} (3.165)
k=1
Siendo V =0,V,=yu, V,=Au +y,u, -,V =yu +-+yu el primer término de
lasuma en f(c + Ay,u, ) - f(c). Dado que los dos puntos cy c + Ay, u, difieren solo en
sus primeras componentes y dado que D, f(c) existe, podemos escribir:
f(c+ xyuy) — f(c) = Ay D1f (¢) + Ay1E1(A) (3.166)
Con E,(A) - 0 cuando A — 0. Para k > 2, el k - ésimo término de la suma esta dado

por:
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fle+ AV +Ayw) — flc+ AV, ) = f(be + Aywg) — f(by)  (3.167)

Siendo b, = ¢ + AV_,, los dos puntos b, y b, + Ay, u,_difieren solo en su k-ésimo

componente y podemos aplicar el teorema del valor medio unidimensional para
derivadas a fin de obtener:

f (b + Ayuy) — f(by) = Ay Dif (ay) (3.168)

Donde a, pertenece al segundo rectilineo que une b, con b, + Ay, u,. Obsérvese
que b — cy por lo tanto a, —0 cuando A — 0, puesto que cada D, fes continua en
cparak = 2 podemos escribir:

D f(a,) = D,f(c) + E, (1), en donde E, (1) —» 0 cuandoA - 0
Usando el resultado en (3. 168) obtenemos que (3.165) se convierte en:

(3.169)
fe+N - = AZ D, f(Eyi + AZ Vi E(2)

En donde, - Vf(c) v+ |V|Ek(/1)

EQ) = Z)’k Ex (4 = 0 (A-0 cuando |V]| - 0

Nota 3.1. La continuidad de n - 1, por lo menor de la derivada parciales D f,---,D f
en ¢, si bien es suficiente, no es necesario para la diferenciabilidad de fen c.

3.1.12. FUNCION DE VALOR VECTORIAL, FUNCION LINEAL

SeaV =f (xy), V,=f,(xy) unaaplicacion (x,y) — (V,,V, ) definida en una vecindad
del punto a = (ab). Utilizando la notacion vectorial: x = (x,y); V= (V,,V, ); f= (f,f,)
se puede expresar la aplicacién en la forma mas corta V = f(x).

Decimos que la funcién (del valor vectorial) fes continua en a = (a,b) si:
limf(x) = f(a) esto es im of (0y) = f(a,b)

Esto significa que:

IfCx,y) = f(a,b)| » 0 cuando (x,y) - (a,b)
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Teniendo en cuenta:

1106, y) — fila, )| < V() = fi(a, b)Y + {f(x,y) — fo(a b))}
=f(x,) - f(ab)|
|f2(x')’) - f1(a; b)| < \/{f1(x'}’) - f1(a, b)}z + {fz(x'}’) - fz(a; b)}z
= f(x,y) - f(a,b)]

Se tiene que:

V)= ,b
{g((;z))qg((gb))} cuando |f(x,y) — f(a,b) - 0

Por otra parte, por la desigualdad.

fen =f@bl =Vihy) =A@+ - L@bY 347,
<I1filx,y) - fila,b)| + 1f2(x,y) — f2(a, b)| ’

Tenemos también:

Y)— ,b
f(x,¥) = f(a,b) cuando le((j: ;’))_)szl((gb)) }

Asf, la continuidad de f(x,y) es equivalente:

ol a1 00 ) = (@D

wm f:00y) = fla,b) (3.171)

Osea, que las dos funciones f, y f, (lamadas las componentes de una funcion vec-
torial f) son continuas en el punto a =(a,b).

3.1.13. FUNCION DE PRIMER GRADO

Silos dos componentes f, y f, de una funcion vectorial f son funciones de primer
grado, se tendra en el punto a=(a,b)

fl(x,y) =ax+ By + c,
f,xy)=Ax+yy+c, (3.172)

Asi que para cualquier punto a = (a,b) se tiene que:

fitxy) - fila, b)) _ (a(x -~ + - b>) (3.173)

Fen =@ =(3 ) = (G m o b

Capitulo 3- Limite, continuidad y diferenciabilidad de funciones



Luego matricialmente se toma la forma:

fe,y) - f(ab) = (f{ [;) (g:‘;i) = (f{ ]ﬁ/) ((6,) - (@ b)) (3.174)

Escogiendo la constante M como el caso anterior, se tiene que:
If (x,¥) — f(a,b)| < 2M|(x,y) — (a,b)| (3.175)

Esta nos demuestra que una funcién de primer grado es continua en cualquier
punto del plano. Derivando parcialmente las dos funciones f, y f, obtenemos:

Difi=a Dfs =P Df; =4 D.f, =v (3,176)
Luego,
fen - f@n = ) - @by (3177)

3.1.14. COMPOSICION DE DOS FUNCIONES DE PRIMER GRADO
Seanfix=(xy) > V=(V,V,),yg:V=(V,V,) »w=(w,w,) dos funciones lineales.
fi(x,y) ax +p a Byx
fly) = (fz(x.z)) N (lx +V)}’]) N (/1 V) (y)
GV, = (gl(vl,vz)> _ <ow1 + 51/2) _ (d ﬁ) (Vi) (3.178)

g2(V1,V2) AV, + 7V, 1 7)\V;

Componiendo las dos funciones f y g se tiene la funcién compuesta.
h:x - w.Asi,

91(f1(x')’)'f2(x'}’))>
92(f1(x:y):f2(x:}’))

)G 06

h(x) = (g ) = g(fx) = <
B B (ocx+ﬁy)_ @
- 7)\x+yy) T \1

3.1.15. REGLA DE LA CADENA

(3.179)

>R
2

Sea f: x(x,y) -» V(v,,v,), g: V- w(w,,w, ) dos funciones de valor vectorial, compo-
niendo f'y g se tiene la funcién compuesta h = gof.

Supongamos que f es diferenciable en a = (a,b) y g es diferenciable en ¢ = f(a,b),
vamos a estudiar la diferenciabilidad de la compuesta h = geof.
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La diferenciabilidad es:
fy) = f(a,b) = f'(a,b)((x,y) = (a,b))
Con c = f(a,b)
91, V2) = g(f (@, b)) ~ g'(f (@, 0))((V1,V2) — f(a, b)) (3.181)

Luego se tendra, reemplazando V=1f(x), V= (V,V,) = f(x,y)

g(fe, ) —g(f@b) =g'(f(ab)(f(xy)—f(ab))

(3.182)
~g (f(a, b) (f’(a, b)((x,y) — (a, b)))>

Osea,

h(x,y) = h(a,b) = g'(f(a,b)) - f'(a,b)((x,y) — (a,b)) (3.183)

Asi se puede imaginar facilmente la diferenciabilidad de la compuesta h=g o fy
h'(a,b) = g'(f(a,b))f'(a,b) se conoce con el nombre de la regla de la cadena.

Ejemplo 3.40.Si f=(f,f,), 9=(9,9,) h=g - f=(h,,h,). Entonces,
hy(x,Y) = 91(f1(x'3’)'f2(x’}’))

(3.184)
hy(x,Y) = gz(f1(x'J’)'f2(x,Y))
Por regla de la cadena.
Dyhy, Dyhy _ D1g1,D291\  (D1f1, D2fa 3.185
(D1h2'D2h2) (D192'D292> (D1f2,D2f2) 3 )
Luego,
Dihy = (D1g1)(D1f1) + (D291)(D1f3)
(3.186)

Dyhy = (D191)(D2f1) + (D291) (D, f2)

Ejemplo 3.41. Sea C la curva definida por:

y =rsinf
{x=rc056}
z=x%*+7y?

Solucion: sea T una transformacion lineal T: R? —» R?

T: R*—> R?
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(8) = T(10) = (x,y) =(rcosB,rsinb)

z=x%+ 2:%_236 %—2
a e ay Y
dz 0z Ox 0z dy

pril E+@ o (2x)(cos 8) + (2y)(sinB)

dz 0z 0x 0z 0dy ) )
= ax ar + E i 2(rcos 8)(cos @) + 2(rsin 8)(sin 0)
= 2r(cos? 0 + sin? 9)
=2r

dz 0z 0x 0z O0dy

=50 + @ 55 (2x)(—rsin ) + (2y)(rcos 0)

dz 0z 0x 0z 0y
90  0x 06 0dy 06
= 2r%(cos 0 + sin0) + 2r?(cos O + sin )

=0

= 2(rcos 0)(—rsin @) + 2(rsin 6)(rcos 0)

Segunda derivada.

dz 0z 0z
02z 0@ 0G) ox 9(G) oy
orz or  9x or dy or
d
0%z 9

A+B

= 2cos Bcos 8 + 2sin Osinf = 2

arz  or
0z 0z 0z
062 a0 dx 06 dy 06

= (a1+b1,a2+b2,a3+b3,...,an+bn)

Ejemplo 3.42. Sea z = f(x,y), x=rcos 6, y = rsinf

Demostrar que: (g—i)z + (Z—;)Z = (Z_f)z + %(Z—Z)Z

Solucién: demostrar: (Z—i)z + (2_5)2 = (Z_j;)z + %(Z—Z)z

Fundamentos del calculo vectorial con algunas aplicaciones
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+ (3‘5)2 = (Z—f)z t= (ZQ) (3.189)

af 0f 6x+0f 0y
or ox or dy ar
of _ of of

e 566_+Sl 0@

of _Of ax Oof dy

20  ox 06 6y 20

()

% = % (=rsin @) + % (rcos8)
2
(%) =(c0593—f+sin0%)2
2
(z—f) = cos? (=— f)2+2c05051n92—f %+ n?6(=— f)z
(%) = ((—=rsinB) é + rcos 6 %)
2
(%) =rzsin29(%)2+r2c0529(%)2—2r cos@sm@% %
Luego,
t1 of of of of
e — — 2 p(2N2 A 2 2
( ) 2( ) = cos 9( ) +2c056?sm9a 3y + sin 9( )
r2
af af of of
—2(sm 9(—)+cos 9(—)—2cos Hsmea (’)y
2

(%) +l2(£) = (cos? 6 + sin? 9)(—f)2+(51n 20 + cos? 0) (== f)2 27
af of\* _ of 2 o,
) () -Ghr+ G
af\’ af\* _ of 24 f
Gr) +5) =G0+ G Y (3.190)

3.1.16. CAMBIO DE ORDEN EN LAS DERIVADAS PARCIALES

Sea f(x,y) una funcién de valor real, derivable parcialmente con respecto a (xy)
con respecto a y en una vecindad del punto (a,b) considerando D f(x,y)ax D, f(x,y)
—fcomo funciones de (x,y) podemos pensar en las derivadas parciales de estas,
asi se obtienen las cuatro derivadas parciales de 2° orden.
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DD f(x,y) = a(%) = a_x]; = D1,1f(x:3’) ( )
_ a (of _ af _
DDy f(x,y) = @(&) = dyox Dy1f (x,y)
_ a (of _ af _
DiD,f(x,y) = a(@) = oxdy Dy f(x,y)
0 /0 9
DD, f(x,y) = @(%) = 6_3/]; = Dz,zf(xvY)

Se conoce que las dos derivadas parciales mixtas D,,, fy D, f son iguales bajo
ciertas condiciones adicionales.

Ejemplo: 3.43.
fGxy) = (¢ -y) e
D,f=(x*+2x-y) et; Df= (x*-y - 1) e
D, f=&+2x-y-1)e(x+y);D, ,f=x+2x-y) e

En este ejemploseveque D, f=D,,

Ejemplo 3.44. Sea: f(x,y) = -y (x,y) #(0,0), f(0,00=0

x + y?
Solucion: Si (x,y) # (0,0) se obtiene:

y(x* +4x2y® —y*)

Dif(x,y) = (x2 + y2)?
4 gy2y2 _ t
Do, y) = X = . yyz)z ) (3.192)

También en (0,0) las derivas parciales son:

f(h: O) - f(0,0) _
—h =

£ £(0,0)
k

D;£(0,0) = ’lll_r)% 0

D,£(0,0) = lim 0 (3.193)

Por lo tanto,

D,£(0,k) — D,£(0,0)
k

D2,1f(0‘0) = 11(1_13

Tk K
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DZf(h' 0) - DZf(O!O)
h

D1,f(0,0) = ’111_138

— i h® 1_ 1
TRt R

En este ejemplo se ve que:
D, ,f(0,0) =D, , f(0,0)

Ejemplo 3.45. Sea f(x,y) =

X

Hallar Dl'zf(0,0), Dz,1f(0'0)-
Solucion:

Sea f:R? - R la funcién definida por:
0, si (x,y) =(0,0)

floy) =1 x% .
m, S1 (X, y) * (0,0)
Hallemos D,fy D,f, esto es:
Si (x,y) # (0,0) tenemos que:

of (x,
le(ny) = ff;;y)

@y +y?) = 2y)(xPy)
(X% + y2)2
_2x%y + 2xy® — 2x%y?
- (x2 + y2)2
_2x%y + 2xy® — 2x%y?
- (x2 + y2)2
af (x,y)
x4+ y?) = 2y(x%y)
- (x2 + y2)2
3 x*y + x?y? — 2x2y?
- (x2 + y2)2
Xt — x2y?
(X% + y2)2

2
s St (0y) = (0,0),

(3.194)

(3.195)

(3.196)

(3.197)

(3.198)
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Hallemos las derivadas parciales en (0,0)

__f(h,0)—1(0,0)
DO = im ==
0-0
=lim——=0
h-0

. f(0,k) —f(0,0)
D,f(0,0) = ,{%T (3.199)
0-0

=lim——=0
k=0

Hallemos D, ,f(0,0) y D, ,f(0,0):

sz(h, O) - DZf(O'O)

D,,f(0,0) = }lll_f)%

h
1-0
=lim——=0
h—0
AR

le(ol k) - le(0,0)

oo (3.200)
= lim—— =0
k-0

h, k) — f(hO0
Dy 0) =mf< )kf( )

D,1f(0,0) = ,1(1_{13

n2k

ke

= (3.201)
hZ

Rl

1

Ejemplo 3.46.Sitan (V) = [ (1+V2

)dV 'y f:R? - Res definida por:

0, si xy=0
f(x'y) = 2 -1 X a2 -1 <£> .
x“tan (x) y“tan 5) si xy+0

Hallar D, , f(0,0) y D, ,£(0,0).
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Solucion: hallemos D,f(0,0) y D,f(0,0):

le(x,y)=%f(x,y)=l(Zx)tan—lg)Hz. ! .(‘y)]_yz. ! (1)

Y\? x? X\ 2
L+ (f) ) 1+ (y) Y
2 2 s
DifGay) = &f(x' y)= [than_l (}El) B x2x+yy2] B xZ)-li- y?
d
Dif(6,7) = 5-f (0 y) = 2xtan” (2) -y (3.202)

Dy f (x,y) = 07 xy) _ x? LI 2ytan”" 6) +y? ;)2 : (—_x)

3 ' 2 X 2
T @)
of (x,v) x3 (X y2x
Daf (x,7) = dy Bz +y2 2ytan” (;) +m
_0fy)  x(x*+y?) e (3.203)
D,f(x,y) = R CETD) — 2ytan (;)
Hallemos D, fy D, f:
D,if(0,0) = lim—————
_ i 0—-0 0
=
_f(0,k) —f(0,0) 3.204
D:f(0,0) = lim—————— ( )
0—-0
=lim——=0
k-0
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Hallemos D, ,f(0,0) y D, ,£(0,0):

D,f(0,0) = lim D,f (h, 0) = D,£(0,0)

h
R
T h
Tan T ”
. Dyf(0,k) —D;£(0,0)
D2 f(0,0) = lim= - (3.205)
S 0-0 '
=lim——=0

k-0

Fundamentos del calculo vectorial con algunas aplicaciones



REFERENCIAS

Anton, H., Bivens I.y Davis S. (2009). Cdlculo multivariable. Drexel University, David-
son College, Limusa Wiley. (2.2 ed.).

Apostol, T. M. (2010). Calculus I, Multi-Variable Calculus and Linear Algebra with
Applications to Differencial Equations and Probability. Editorial Reverté. (2.2 ed.).

Ayres, F., & Mendelson Jr. E. (2001). Cdlculo, Dickinson College. Queens College. (4.7
ed.). McGraw-Hill.

Edwards, C.H., & Penney D. E. (2008). Calculus Early Transcendentals, Athens, the
University of Georgia. Pearson- Prentice Hall. (7nd ed.).

Stewart J. (2012), Célculo de Varias Variables. Trascendentes Tempranas, Ed Cen-
gage Learning (7 Ed)

Takeuchi, Y. (1975). Andlisis de varias variables. Universidad Nacional de Colombia,
V Coloquio Colombiano de Matematicas. (1.7 ed.).

Zill, D. G. (2012). Cdlculo con geometria analitica. Loyola-Marymount University.
Grupo Editorial Iberoamérica. (7™ ed.).

Referencias



[Nap

Universidad Nacional
Abierta y a Distancia

Sello Editorial

UNIVERSIDAD NACIONAL ABIERTA
Y A DISTANCIA (UNAD)

Sede Nacional José Celestino Mutis
Calle 14 Sur 14-23
PBX: 344 37 00 - 344 4120
Bogota, D.C, Colombia

wWwWw.unad.edu.co

9" 789586 " 518482




	section
	Reseña del libro
	Reseña de los autores
	Agradecimientos
	Introducción

	Geometría del espacio
	1.1. Vectores y geometría del espacio
	1.2. Operaciones en el 
espacio n-dimensional ℝn
	1.3 Proyecciones y ángulos 
entre vectores en ℝn
	1.4. Producto cruz 
entre vectores de ℝn
	1.5 Rectas en el espacio ℝ3
	1.6 Rectas paralelas, 
perpendiculares y oblicuas
	1.7. Planos
	1.8. Distancia


	Funciones vectoriales y curvas en el espacio
	2.1 Curvas planas y 
ecuaciones paramétricas
	2.2 Longitud de una curva en el plano
	2.3 Sistema de coordenadas polares
	2.4 Área en coordenadas polares
	2.5. Funciones vectoriales y 
curvas en el espacio. Derivadas e 
integrales de funciones vectoriales
	2.6. Longitud de arco y curvatura. Movimiento en el espacio, velocidad y aceleración


	Límite, continuidad y diferenciabilidad de funciones en varias variables
	3.1. Funciones en varias variables
	Referencias





